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Sommario
Lo scopo del presente lavoro è analizzare la rottura trasversale di una lamina
in composito a fibra lunga con disposizione random delle fibre. Tradizional-
mente tale analisi viene effettuata ipotizzando una distribuzione periodica
delle fibre. La necessità di considerare una distribuzione random è giustifi-
cata dagli effetti non trascurabili che essa ha sul campo tensionale. L’ipotesi
fondamentale del lavoro è che il fenomeno sia dipendente univocamente dalla
densità locale di fibra τ , definita come la densità di un meso-elemento circo-
lare avente raggio uguale a quattro volte il raggio della fibra. Analizzando
l’immagine digitale della sezione di un pre-preg, viene creata una mappa di
densità che associa ad ogni punto dell’imagine la sua densità locale; da tale
mappa vengono estratti quattro meso-elementi a densità 0.5, 0.6, 0.7, 0.75,
scegliendo opportunamente le zone con un basso gradiente di densità. Per
ogni densità vengono considerate dieci configurazioni angolari ruotando il
meso elemento da 0◦a 90◦in passi di 10◦. Un’analisi FEM viene effettuata
con il metodo della cella integrata e il modulo della traccia del tensore dello
stress σtr è scelta come indice della sollecitazione locale. La distribuzione
di σtr è fittata con una distribuzione di Weibull: fissato un valore critico, è
possibile associare ad ogni densità una probabilità di rottura. Si giunge alla
conclusione che a densità più alte è associata una maggiore probabilità di
rottura e che a parità di densità la rotazione non ha effetti marcati resistenza
del materiale. Infine viene effettuata un’unalisi FEM della lamina caricata
trasversalmente associando ad ogni elemento le caratteristiche elastiche date
dalla sua densità media: si evince una correlazione esistente tra la densità
locale e la tensione nella direzione del carico.
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In questo capitolo vengono forniti dei brevi cenni sulla tecnologia produt-
tiva dei materiali compositi necessaria per comprendere gli effetti che essa
ha sulla effettiva morfologia del materiale. É sottolineata l’opportunità di
indagare sulla resistenza in direzione trasversale ed è presentata una serie di
eventualità tecniche in cui un’indagine in questo senso è di primaria impor-
tanza. Successivamente viene illustrato il layout dell’intero documento e gli
obiettivi previsti.
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1.1 INTRODUZIONE E OBIETTIVI
1.1 I materiali compositi: una breve storia
I materiali compositi sono ottenuti dalla combinazione di materiali aventi
diversa natura attraverso una serie di processi tecnologici; di fatto il materiale
viene creato nel momento in cui il componente meccanico o strutturale viene
tecnologicamente realizzato. Una serie di parametri vanno definiti in sede di
’design’ del materiale composito, in modo da soddisfare al meglio le specifiche
tecniche imposte.
Le proprietà del materiale che rivestono maggiore importanza nelle appli-
cazione meccaniche sono: la rigidezza, la resistenza e la densità. Nel momen-
to in cui un componente meccanico viene progettato si considerano le forze
che agiscono su di esso, i vincoli geometrici imposti, si impone una rigidez-
za tale da garantire che gli spostamenti sotto carico non inficino il corretto
funzionamento, si assicura l’integrità; non di meno in molte applicazioni è
importante minimizzare il peso.
Storicamente i materiali metallici sono stati tra i materiali più utilizzati:
viene scelto il materiale che meglio realizza le prestazioni richieste e, even-
tualmente, se ne migliorano le proprietà attraverso trattamenti termici. A
partire dalla prima metà del ventesimo secolo una nuova tecnologia prende
piede, specie in campo edilizio: il cemento armato, in cui si uniscono i van-
taggi dei due materiali: la resistenza e la rigidezza dell’acciaio con la densità
relativamente bassa del cemento. Il cemento viene usato per dare un corpo
alla struttura e definirne la geometria e l’acciaio ne assicura il rinforzo nella
quantità strettamente necessaria.
D’altra parte molte applicazioni richiedono una rigidezza specifica (rap-
porto tra rigidezza e densità) molto inferiore a quella che garantirebbe una
matrice di cemento. A partire dagli anni ’40 vengono immessi sul merca-
to i materiali polimerici (plastiche), aventi normalmente bassa rigidezza ma
densità contenuta. Negli anni ’60 le fibre di carbonio, aventi altissima rigidez-
za, vengono usate in combinazione con i materiali polimerici nell’industria
dell’aviazione; data la complessità geometrica dei componenti utilizzati in
queste applicazioni, la possibilità dei materiali compositi di progettare il
materiale insieme al componente diviene un punto di forza.
Le applicazioni dei materiali compositi, specie i polimeri rinforzati con fi-
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bre lunghe, hanno visto un notevole incremento e sono oggetto di una rapida
diffusione in settori industriali quali l’industria dell’aviazione, i componenti
per turbina, i veicoli terrestri e nautici. In generale l’uso dei materiali com-
positi è giustificato dalla necessità di aumentare la resistenza specifica e/o la
rigidezza specifica di membrane strutturali.
1.2 Processi tecnologici
Si ritiene utile fornire una breve descrizione delle tecnologie con cui ven-
gono realizzati i compositi: è importante tener presente che la disposizione la
delle fibre nonchè il contenuto in fibre del composito dipendono fortemente
dal processo tecnologico con cui viene realizzato; entrambe queste caratter-
istiche assumono una rilevanza importante nella progettazione dei materiali
compositi e nell’ambito del presente lavoro.
Un singolo strato di composito ha uno spessore compreso tra 0.05 e 0.2
mm. Di conseguenza, per ottenere componenti strutturali è necessario che di-
versi strati siano impilati per ottenere una lamina. Una lamina con tutte le fi-
bre allineate nella stessa direzione è chiamata lamina unidirezionale. Lamine
con diversa direzione vengono utilizzate per formare laminati come mostra-
to in 1.1: la scelta della ‘stacking sequence’ (ovvero gli angoli relativi tra le
direzione delle singole lamine) è un importante parametro di progetto.
Figura 1.1: Laminato formato da lamine con diverso orientamento delle fibre
Il metodo basilare di produzione dei laminati consiste nel distribuire le fibre,
che si presentano solitamente avvolte in rotoli (rolls), all’interno di una forma
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(mold) e successivamente polimerizzare (pour) la resina liquida attraverso un
agente reticolante (curing agent) ad idonee temperatura e pressione.
Nei processi open mold uno strato di resina polimerica viene depositato
all’interno dello stampo avente la forma desiderata e successivamente viene
depositato il tessuto di fibre. Un rullo provvede alla consolidazione è il tutto
viene trattato ad alta temperatura per solidificare la resina termoindurente.
Il processo può essere hand lay-up (manuale) o stray lay-up (automatizzato),
come mostrato nelle figure 1.2 e 1.3. É un processo che viene utilizzato per
componenti strutturali aventi dimensioni notevoli.
Figura 1.2: Processo open mold manuale
Figura 1.3: Processo open mold automatizzato
I pre-preg (preimpegnati) sono prodotti semilavorati ottenuti con le
classiche tecniche di formatura. Il processo con cui vengono creati è noto
come hot melt ed è schematizzato in figura 1.4 Il vantaggio di tale proces-
so tecnologico è che le fibre vengono imbevute di resina senza prestare at-
tenzione alla corretta proporzione tra i componenti in modo da ottenere
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un volume in fibre molto alto. Il prodotto così ottenuto è parzialmente
polimerizzato e avvolto in rotoli.
Figura 1.4: Processo hot melt
Nella formatura in autoclave (autoclave molding) ha termine il proces-
so di polimerizzazione del pre-preg in un ambiente a pressione e temperatu-
ra controllate, come illustrato in fgura 1.5. La possibilità di creare una
condizione di vuoto permette l’espulsione dei gas derivanti dal processo di
polimerizzazione, la cui presenza all’interno del prodotto finito è causa di
difetti strutturali quali i microvuoti (micro-voids).
Figura 1.5: Processo open mold automatizzato
Il filament winding viene utilizzato per produrre componenti aventi
una geometria di rivoluzione. Come mostrato in figura 1.6 le fibre imbevute
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di resina sono avvolte su un mandrino rotante la cui velocità di rotazione
(insieme alla velocità trasversale) permette di controllare l’orientamento delle
fibre, ottenendo un alto contenuto in fibre. Il filament winding è molto
utilizzato per la produzione di recipienti in pressione, alberi di trasmissione,
tubi.
Figura 1.6: Filament winding
Nel resin transfer molding (RSM) è possibile velocizzare il processo di
produzione grazie alla creazione della forma parziale del componente (forma
generale senza rifiniture) e alla successiva finitura in una forma metallica in
cui viene iniettata resina liquida sottopressione.
1.3 Progettazione con materiali compositi
I materiali compositi rinforzati da fibre sono composti normalmente da
fibre di vetro o carbonio integrate in matrice polimerica. Le fibre hanno re-
sistenza e rigidezza notevolmente superiori a quelle della matrice e svolgono
la funzione di supportare la parte più consistente del carico; la matrice di
fatto ha la funzione di tenere insieme le fibre e trasferire ad esse il carico. In
tabella 1.1 si mostrano le caratteristiche di resistenza e rigidezza di alcuni
tipi di fibre e matrici comunemente usate.
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Fibre di vetro 72000 3448
Fibre di carbonio 228000 4000
Fibre di kevlar 62000 3792
Matrice in resina epossica 3250 81
Matrice in resina poliestere 2700 84
Tabella 1.1: Caratteristiche elastiche di fibra e matrice
Utilizzando come criterio di progettazione la rottura, la scelta più immedia-
ta consiste nell’allineare la direzione delle fibre a quella del carico: è chiaro
che questa è la configurazione che offre la maggiore resistenza a rottura
(longitudinale in tal caso).
Di fatto però si rende necessario lo studio del comportamento a rot-
tura dei compositi caricati in direzione trasversale alle fibre, in quanto nella
pratica tecnica esistono svariate situazioni in cui si presenta tale eventualità:
• strutture geometricamente complesse;
• strutture in cui la direzione di carico non è costante;
• laminati cross-play;
• recipienti e tubi in pressione soggetti a ‘trasudamento’;
• variazione della rigidezza con la formazione di cricche trasversali;
Risulta dunque chiara l’importanza dell’indagine e della stima dei criteri
di rottura in modo da assicurare una efficiente progettazione.
1.4 Obiettivi
Gli obiettivi del presente lavoro sono:
• descrivere i meccanismi coivolti nella rottura trasversale dei compositi
a fibra lunga e determinare un indice della resistenza del materiale;
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• fornire un modello fisico-matematico che descriva la distribuzione ran-
dom delle fibre all’interno della matrice
• definire il concetto di densità locale e, partendo dall’immagine della
sezione di un composito a fibra lunga, determinarne la distribuzione;
• analizzare la distribuzione dello stato di tensione all’interno della ma-
trice per diversi livelli di densità e stimare per ognuno di essi la prob-
abilità di rottura
• verificare la correlazione esistente tra densità locale e stato di tensione.
1.5 Layout della tesi
Il presente lavoro si articola in due parti: nella prima metà (dal capi-
tolo 1 al capitolo 4) è presentata la parte compilativa, mentre nella se-
conda metà (dal capitolo 5 al capitolo 8) è illustrata la parte di carattere
teorico-numerico.
Il capitolo 1 consiste in un’introduzione alle tematiche trattate nella tesi
e fornisce alcuni cenni relativi alla tecnologia dei materiali compositi e alla
necessità di indagare sulla rottura trasversale.
Il capitolo 2 fornisce una breve descrizione della meccanica dei compositi,
introducendo le diverse grandezze di scala attraverso cui è possibile studiare il
comportamento meccanico dei materiali; illustrato il concetto di omogeneiz-
zazione e di materiale omogeneo equivalente viene proposto il metodo della
cella integrata (Embedded Cell Approach) come strumento computazionale
per l’analisi del comportamento stutturale di materiali composti da più fasi.
Il capitolo 3 descrive lo stato di tensione agente nella matrice e illustra
i meccanismi di rottura coinvolti nel fenomeno e i criteri di rottura proposti
in letteratura.
Il capitolo 4 rivede la basi matematiche necessarie per la descrizione della
distribuzione casuale delle fibre all’interno della sezione, assimilabili a dischi
rigidi nel piano.
Il capitolo 5 descrive le tecniche utilizzate per calcolare le proprietà elas-
tiche equivalenti del materiale composito: la legge dei miscugli, un approc-
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cio computazionale (FEM) e un approccio analitico basato sul metodo dei
cilindri concentrici.
Il capitolo 6 introduce e descrive il concetto di densità locale di fibra e la
sua relazione con il comportamento strutturale del materiale; viene descritta
l’implementazione di una procedura operativa finalizzata alla creazione di
una mappa di densità locale tale da visualizzare tale grandezza e quattro
densità (0.5, 0.6, 0.7 e 0.75) sono analizzate ricercando il meso-elemento che
le realizza del modo più uniforme possibile.
Il capitolo 7 presenta l’analisi FEM dei quattro meso-elementi che real-
izzano le densità analizzate. La distribuzione dello stato di tensione viene
analizzata e fittata in modo tale da stimare la probabilità di rottura. At-
traverso un’analisi FEM dell’intera sezione viene stimata la correlazione tra
densità locale e stress in direzione del carico.





In questo capitolo viene fornita una breve descrizione della meccanica
dei compositi. Si introduco le diverse grandezze di scala attraverso cui è
possibile studiare il comportamento meccanico dei materiali: micro, meso e
macro scala. Viene illustrato il concetto di omogeneizzazione e di materiale
omogeneo equivalente. Infine viene presentato il metodo della cella integra-
ta (Embedded Cell Approach), approccio computazionale per l’analisi del
comportamento stutturale di materiali composti da più fasi.
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2.1 Introduzione
Un materiale composito è per definizione costituito da due fasi distinte,
ciascuna delle quali si comporta come un materiale lineare, elastico, omo-
geneo ed isotropo, con proprietà elastiche note. In realtà il comportamento
della fibra non può essere considerato perfettamente isotropo, ma trasver-
salmente isotropo: nel presente lavoro si considera tuttavia che tale aspetto
non assume rilevanza dato che il problema è piano (non vengono considerate
le proprietà elastiche in direzione longitudinale).
Esistono due tipi di informazioni che concorrono a determinare le pro-
prietà del composito:
• la geometria della fase interna (fibre);
• le proprietà fisiche di ciascuna fase.
Considerando la geometria della fase, i materiali compositi si possono
classificare in materiali particolati (in cui la fase interna è costituita da par-
ticelle) e materiali fibrosi. In questi ultimi le fibre possono essere corte e avere
orientamento casuale o lunghe e avere un orientamento spaziale definito. Nel
presente lavoro vengono considerati esclusivamente i compositi a fibra lunga.
I materiali compositi a fibra lunga coinvolgono fenomeni macroscopici
quali la rottura (perdita di resistenza e/o rigidezza) e la fatica (perdita di
resistenza sotto carichi ciclici) e fenomeni microscopici come la delaminazione
(perdita di aderenza tra le lamine), il debonding (perdita di aderenza tra fibra
e matrice) e la fessurazione della matrice. Per comprendere tali fenomeni è
necessario considerare diverse scale di studio.
2.2 Micro, meso e macro scala
Nella meccanica dei compositi possono essere prese in considerazione tre
grandezze di scala.
• micro-scala: è la scala dell’eterogeneità (matrice-fibra), in cui ciascun
costituente è considerato come un materiale omogeneo;
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• meso-scala: è la scala intermedia che comprende poche unità di fibre:
è molto utile per comprendere la natura della disposizione delle fibre
(reticolare o casuale);
• macro scala: è la scala della struttura globale presa in considerazione.
Considerando la scala macromeccanica le proprietà del composito sono
ottenute partendo dalle proprietà delle singole fasi in modo da ottenere un
insieme di proprietà equivalenti, ovvero è possibile non considerare la natura
microscopica della struttura che viene in questo modo trattata alla stregua
di un materiale omogeneo. Questo approccio è utilizzato in molti criteri di
rottura in quanto presuppone modelli geometricamente molto semplici.
D’altra parte è impossibile studiare in tale modo i fenomeni legati ai
singoli costituenti e alla loro interfaccia, nonché determinare le proprie-
tà macroscopiche senza una serie di evidenze sperimentali distruttive. In
questo senso un approccio micromeccanico è indispensabile per la compren-
sione dei fenomeni fisici coinvolti. I classici modelli micromeccanici consid-
erano una distribuzione periodica delle fibre: come mostrato in figura 2.1,
diverse distribuzioni con relativa cella elementare possono essere prese in
considerazione.
Figura 2.1: Alcune tipiche distribuzioni periodiche di fibre
Un’analisi più profonda dei fenomeni microscopici non può prescindere
dalla considerazione della natura random della distribuzione delle fibre. Come
affermato da diversi autori, la randomicità trasversale ha effetti trascurabili
dal punto di vista macroscopico (si pensi al modulo elastico in direzione
longitudinale), ma ha effetti molto importanti a livello microstrutturale, in
particolare sulla distribuzione delle tensioni.
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2.3 Materiale omogeneo equivalente e Representa-
tive Volume Element (RVE)
Sebbene le proprietà di un materiale e il suo comportamento meccanico
dipendano fortemente dalla struttura micromeccanica, molti problemi de-
vono essere risolti in macro-scala; è molto utile dedurre il comportamento
macroscopico dalle proprietà microscopiche del materiale in modo da averne
una comprensione più profonda.
II materiale omogeneo equivalente è quel materiale che ha le stesse
proprietà medie del materiale eterogeneo in modo tale da esibire un com-
portamento meccanico equivalente (figura 2.2): di fatto i calcoli strutturali
possono essere eseguiti sul materiale equivalente, disinteressandosi della com-
plessa struttura interna del materiale eterogeneo.
Figura 2.2: Ipotesi del materiale omogeneo equivalente
Si assume che esiste una scala intermedia tale che le proprietà del mate-
riale possano essere mediate in modo significativo; per gli scopi di calcolo è
indispensabile che tale scala sia piccola se paragonata all’intero materiale (ad
esempio una grandezza caratteristica della sezione). Questa scala intermedia
esiste sempre ed è chiamata Representative Volume Element (RVE).
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Esistono diverse definizioni di RVE, riportate in [6]. Posto come scopo
la caratterizzazione della risposta costitutiva macroscopica del materiale, è
necessario conoscerne la natura statistica della microstruttura. Tale prospet-
tiva porta alla conclusione che il più piccolo RVE per il quale possano essere
legittimamente applicate le leggi costitutive macroscopiche è quello sufficien-
temente grande da essere statisticamente rappresentativo del materiale com-
posito, ovvero comprendere un campione di tutte le possibile configurazioni
microstrutturali del materiale.
2.4 Proprietà effettive del materiale composito
Con il termine effettivo si fa riferimento al comportamento globale del
RVE, mentre con il termine apparente si fa riferimento a domini più piccoli
del RVE. Si descrivono le espressioni fondamentali per calcolare le proprietà
effettive del materiale.
Imposto un campo macroscopico omogeneo di tensione o deformazione,












Lo stess e lo strain medio, come definiti in 2.1 e 2.2, possono essere messi in
relazione attraverso la matrice effettiva di compliance C¯ e la matrice effettiva
di stiffness S¯:
〈σ〉 = C¯ : 〈〉 (2.3)
〈〉 = S¯ : 〈σ〉 (2.4)
Conseguentemente C¯ e S¯ possono essere viste come le matrici di elasticità del
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materiale omogeneo avente lo stesso comportamento macroscopico elastico
del materiale composito; quindi ottenere le proprietà effettive del materiale
composito è equivalente a trovare l’effettiva legge elastica, ovvero C¯ e S¯.
I metodi per ottenere C¯ e S¯ possono essere classificati in quattro gruppi:
• metodi micromeccanici: le relazioni costitutive sono determinate
assumendo alcune ipotesi sui campi di stress e strain e risolvendo ana-
liticamente il problema elastico; uno dei metodi più utilizzati è la nota
regola dei miscugli;
• limiti per le proprietà effettive: tale approccio consiste nel trovare
dei limiti superiori e inferiori per le proprietà del materiale;
• metodi di omogeneizzazione: considerano il problema elastico come
un problema su due scale e derivano il comportamento del materiale
omogeneo in macroscala;
• approcci computazionali: questi metodi determinano il comporta-
mento effettivo del materiale risolvendo il problema direttamente in
microscala; sono utilizzati per problemi che non hanno soluzione ana-
litica, come quelli che considerano una disposizione delle inclusioni non
periodica.
2.5 Metodo della cella integrata.
Ilmetodo della cella integrata (Embedded Cell Approach, ECA)
è un metodo computazionale per l’analisi dello strato di stress e strain a
livello micromeccanico che contempla modelli micro e macro-meccanici.
Con questa tecnica il materiale eterogeneo è modellato come una finestra
interna che contiene le due fasi discrete (come illustrato in figura 2.3); la
finestra interna è integrata in una regione di materiale omogeneizzato a cui
sono applicati i carichi (vengono imposti campi di pressione o deformazione).
La regione interna può descrivere in dettaglio la disposizione delle fasi
sperimentalmente osservate, mentre le proprietà elastiche della regione ester-
na possono essere descritte utilizzando diversi metodi di omogeneizzazione.
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Il metodo della cella integrata ben si presta agli scopi di questo lavoro, in
quanto permette di eliminare gli effetti di bordo causati dai carichi concen-
trati, che essendo applicati lontano dalla zona di interesse, non inficiano in
alcun modo l’analisi. D’altra parte la possibilità di riprodurre esattamente la
microstruttura e analizzarne il comportamento meccanico è imprescindibile
per gli scopi prefissi.





In questo capitolo viene descritto lo stato di tensione agente nella matrice
della sezione di un composito a fibra lunga caricato trasversalmente. In un
primo momento sono illustrati i meccanismi di rottura coinvolti nel fenom-
eno e gli esperimenti proposti da Asp per la descrizione delle proprietà di
resistenza di diversi sistemi di matrice. Vengono descritti i criteri di rottura
per stimare la resistenza della matrice epossidica e il criterio basato sullo
stress medio è preso in considerazione nel presente lavoro.
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3.1 Introduzione
La stima della resistenza dei compositi a fibra lunga rappresenta un pro-
blema di difficile approccio a causa della comportamento fortemente anisotropo
del fenomeno.
I meccanismi che normalmente sono coinvolti nella rottura dei compositi
sono:
• rottura delle fibre, che solitamente coinvolge lamine caricate nella di-
rezione delle fibre;
• rottura della matrice, che coinvolge lamine caricate in direzione trasver-
sale alle fibre;
• rottura dell’interfaccia (deboding), ovvero perdita dell’adesione tra
fibra e matrice.
É infatti evidente che il comportamento a rottura in direzione longi-
tudinale è dominato dalle fibre mentre il comportamento a rottura in di-
rezione trasversale è influenzato principalmente dalla matrice. Solitamente,
per quanto detto nell’introduzione , il criterio di progetto più stringente per
il design dei compositi è la realizzazione del massimo contenuto in fibre che il
processo tecnologico è in grado di garantire. Come ipotizzato da Fleshingher
[5], tale condizione, che rappresenta un ottimo per la resistenza longitudi-
nale, diventa una situazione meno vantaggiosa per la resistenza trasversale:
un contenuto molto alto di fibre produce una serie di effetti di intaglio forzan-
do le isostatiche a deviare il loro percorso a causa della presenza delle fibre
con un relativo aumento della sollecitazione della matrice. Ne segue che il
valore ottimo di densità di fibra per compositi a fibra lunga che debbano
garantire resistenza in entrambe le direzioni va ricercato con considerazioni
più profonde o comunque di altra natura.
3.2 Stato di tensione nella matrice dei compositi
caricati trasversalmente
La matrice dei compositi è costituita da resine epossidiche o, più gen-
eralmente, polimeri. Tali materiali presentano un comportamento elasto-
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plastico, ovvero snervano quando la tensione equivalente supera un valore
critico. Nonostante tali premesse, la rottura traversale è di tipo fragile,
ovvero si ha rottura dopo la deformazione elastica senza che le deformazione
plastica abbia modo di manifestarsi. In considerazione di ciò si specifica fin
da ora che tutte le analisi verranno svolte esclusivamente in campo elastico.
Asp [1] [2] [3] [4], in una serie di lavori di pregevole fattura, analizza lo sta-
to di tensione dei compositi a fibra lunga caricati trasversalmente eseguendo
una serie di analisi FEM e utilizzando come modello una cella elementare con
opportune condizioni di periodicità per modellare una distribuzione regolare
di fibre.
Dai risultati si evince che nella matrice agisce uno stato triassiale di
tensione. Il rapporto delle tensioni principali è approssimativamente 1:1:2
(x :y :z ) dove z, la componente maggiore, è nella direzione del carico. Tale
rapporto non è costante, ma varia con la posizione all’interno della sezione
del composito.
In virtù di quanto detto, per studiare sperimentalmente il problema viene
utilizzato il poker-chip test. In questa prova un provino avente la forma di un
disco viene sottoposto a trazione in modo tale che la parte centrale si trovi
in uno stato approssimativamente uniforme di tensione triassiale. In figura
3.1 si riporta il provino e lo schema della prova.
Utilizzando le equazioni costitutive del poker-chip test è possibile ottenere
uno stato di tensione con un rapporto molto vicino a 1:1:2, ovvero del tutto
simile a quello agente nello matrice di un composito.
Asp confronta il comportamento di quattro tipi diversi di matrice sotto-
poste al poker-chip test. Le sigle che identificano i sistemi epossidici indicano
la resina epossidica e l’agente curante e sono illustrate nella sezione Simboli
del presente lavoro.
I risultati ottenuti sono mostrati in tabella 3.1. Si evince che la resistenza
a rottura della matrice sottoposta a uno stato triassiale di tensione si può
ridurre dal 55% al 70% rispetto alla resistenza di uno stato monoassiale e la
deformazione a rottura si può ridurre di un valore compreso tra il 70% e il
90%.
Il fatto che la rottura trasversale dei compositi sia un fenomeno dominato
dalla matrice è evidenziato sperimentalmente da questi risultati. Si osser-
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Figura 3.1: Poker-chip test (sinistra) e provino utilizzato (destra)











DGEBA\DETA 69.0± 5.4 29.1± 4.5 7.00± 1.5 0.85± 0.1
DGEBA\MHPA 85.9± 3.8 26.9± 5.7 6.5± 1.0 0.57± 0.2
DGEBA\APTA 73.1± 1.2 32.0± 2.2 6.14± 0.5 0.79± 0.1
TGDDM\DDS 59.9± 12 26.6± 7.7 1.77± 0.4 0.55± 0.2
Tabella 3.1: Dati e deviazioni standard per il test monoassiale e il poker-chip test
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va che la deformazione a rottura di un composito caricato trasversalmente
(0.005÷ 0.008) è molto più bassa della deformazione a rottura di un provino
in matrice pura in uno stato monoassiale di tensione (0.018÷0.070), a prova
dunque che la matrice costretta tra le fibre offre una resistenza meccanica
decisamente minore.
É lecito pensare che la rottura dell’interfaccia, difetti pre-esistenti nel
materiali e la distribuzione casuale delle fibre possono ridurre i valori critici
di inizio formazione di cricche.
3.3 Meccanismi di rottura trasversale
Il meccanismo di rottura dominante (almeno nello stadio di iniziale degrada-
mento meccanico del composito) è la formazione e la crescita di micro-cricche
all’interno della matrice; tale fenomeno influenza in maniera importante la
resistenza a rottura, la degradazione della rigidezza, la delaminazione e la
resistenza a fatica.
Gli approcci classici nella modellazione dell’innesco di cricche all’interno
della matrice tengono conto dello snervamento come causa principale; in tale
modo si tiene conto in maniera efficace delll’effetto della componente devia-
torica dello stato di tensione, ma non si modella con sufficiente accuratezza
l’effetto della componente idrostatica (di trazione).
Asp osserva che la formazione di tali cricche è prodotta dalla cavi-
tazione1 della matrice, ovvero dalla formazione di micro-vuoti. Tale con-
dizione viene raggiunta nel momento in cui la componente idrostatica (di
trazione) dello stato di tensione diventa prevalente.
Si cita un passo del lavoro di Asp che mette in evidenzia quanto detto:
‘in composites loaded in tension normal to fibers, three compe-
tine initiation mechanisms can be expected to occur: fiber/ma-
trix debonding, yield in matrix and cavitation induced brittle
matrix failure. In a real composite, which may have an irregular
distribution of fibers, it is expected that the local stress state
1La cavitazione è un fenomeno che si presenta nei fluidi, in questo contesto si riferisce
alla comparsa di micro vuoti
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would vary such a that the mix of deviatoric and dilatational
stress components could vary from purely deviatoric to purely
dilatational. Thus the matrix could yeld in some regions while
other regions could fail by cavitation-induced cracking.’
La conclusione del lavoro di Asp è che la formazione di cricche è associata
al raggiungimento di:
• uno stato di snervamento legato alla componente deviatorica dello stato
di tensione;
• uno stato di tensione (di trazione) fortemente idrostatico.
Resta da valutare quale delle due condizioni sia più critica per la matrice.
3.4 Criteri di rottura della matrice
In uno stato triassiale di tensione come quello della matrice costretta
tra le fibre lo snervamento viene soppresso e viene indotta frattura fragile
causata dallo sviluppo di cricche formatae dalla coalescenza di microvuoti:
per questo motivo viene proposto un criterio basato sulla densità critica
di energia dilazionale di deformazione. Tale criterio va ad affiancare
il criterio di von Mises proposto dall’approccio classico. Asp ha eseguito
una serie di prove sperimentali basate su prove biassiali su diversi sistemi
di resine, giungendo all’importante conclusione che nella valutazione della
resistenza trasversale entrambi i criteri di rottura sopra citati vanno tenuti in
considerazione. Si descrivono di seguito i due criteri micromeccanici (ovvero
applicabili a un singolo costituente, la matrice nella fattispecie).
3.4.1 Criterio di von Mises
Secondo il criterio di von Mises lo snervamento avviene nel momento
in cui la densità di energia elastica deviatorica raggiunge un valore critico.
Sotto l’ipotesi di stress isotropo, si ha la seguente espressione per la tensione
di snervamento:
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dove J2 è il secondo invariante della parte deviatorica (sij) del tensore dello
stress. Un’espressione equivalente solitamente utilizzata è:
σVM =
√
(σ1 − σ2)2 + (σ1 − σ3)2 + (σ2 − σ3)2
2
(3.2)
dove le tensioni principali σi seguono la convenzione σ1>σ2>σ3. In questa
forma il criterio può essere rappresentato graficamente come un cilindro il
cui asse è la trisettrice dell’angolo formato dalle tre tensioni principali.
3.4.2 Energia dilatazionale
Se si considera la parte dilatazionale dell’energia, la densità di energia





dove G è il modulo di taglio. Asp afferma che la microcavitazione ha luogo
nel momento in cui Uv raggiunge un valore critico. Se il materiale ha un




(σ1 + σ2 + σ3)2 = U criv (3.4)
dove σ1, σ2 eσ3 sono le tensioni principali.
3.5 Previsione delle rottura trasversale
Sulla base di quanto precedentemente detto, Asp ha simulato con modelli
FEM il comportamento di diversi tipi di resine con diversa distribuzione di
fibre (esagonale, quadrata e diagonale) e diverso contenuto in fibre. Vengono
considerati i due modi di rottura:
• la comparsa di cricche avviene nel momento in cui la densità di energia
dilatazionale di deformazione raggiunge un valore critico determinato
precedentemente per via sperimentale;
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• la matrice inizia a snervare quando la tensione equivalente di von Mises
eguaglia la tensione di snervamento.
Le simulazioni mostrano che la tensione di snervamento è sempre meno
critica dell’energia dilatazionale; in figura 3.2 sono mostrati gli andamenti
della tensione a rottura e della deformazione a rottura per diversi tipi di
distribuzione di fibre in funzione del contenuto in fibre.
Figura 3.2: Andamento della tensione di rottura e della deformazione a rottura
in funzione del contenuto in fibre per diverse distribuzioni regolari
In figura 3.3 sono riportati gli andamenti di tensione e deformazione a
rottura per una distribuzione quadrata utilizzando il criterio di von Mises e
il criterio della densità di energia dilatazionale di deformazione in funzione
del contenuto in fibre confrontandoli con i risultati sperimentali di de Kok.
I risultati mostrano un buon accordo con i dati sperimentali.
In conclusione si può affermare che il criterio basato sulla densità di
energia dilatazionale di deformazione è uno strumento affidabile per predire
la rottura trasversale dei compositi a fibra lunga.
Come suggerito da Asp, il criterio dell’energia dilatazionale può essere
espresso in termini del primo invariante dello stato di tensione, la traccia
σtr=σ1+σ2+σ3 o in maniera equivalente lo stress medio. In questo caso
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Figura 3.3: Dati sperimentali e previsione della rottura
il valore critico dello stress medio diviene una funzione della temperatura,
mentre i test sperimentali non mostrano alcuna dipendenza di U criv dalla
temperatura. Dato che nel presente lavoro la temperatura non costituisce
una variabile del problema, viene adottato il criterio di rottura basato sul




In questo capitolo vengono riviste la basi matematiche necessarie per la
descrizione della distribuzione casuale delle fibre all’interno della sezione,
assimilabili a dischi rigidi nel piano. Partendo dal concetto di campo di
punto, viene descritto il campo omogeneo di Poisson e il campo di Poisson
correlato. Per quest’ultimo vengono descritti una serie di indicatori statistici
utili a rilevare le caratteristiche del fenomeno aleatorio. In tale contesto
particolare rilevanza è data alla nearest neighbour function: per ulteriori
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Tradizionalmente, lo studio della micromeccanica dei compositi viene
effettuato assumendo una disposizione periodica o comunque regolare delle
fibre; questo tipo di approccio costituisce una notevole semplificazione del
problema che porta alla possibilità di avere soluzioni analitiche o, in caso di
metodi computazionali, riduce i tempi di calcolo. Tale semplificazione torna
molto utile nel modellare fenomeni ‘bulk’ quali il comportamento elastico,
ma si dimostra inevitabilmente fallace nel descrivere fenomeni locali, quali il
comportamento plastico e la rottura.
In questi casi risulta strettamente indispensabile tenere presente che la
distribuzione delle fibre all’interno del composito possiede una natura fon-
damentalmente casuale. Di fatto è riduttivo parlare in termini di casualità
esclusiva: basta osservare l’immagine della sezione trasversale di un compo-
sito a fibra lunga per rendersi conto che vi sono zone con una densità di fibra
estremamente ridotta, altre in cui la densità è tale da indurre una dispo-
sizione deterministica delle fibre, allontanandosi in maniera evidente dunque
dalla condizione di randomicità.
Figura 4.1: Sezione trasversale di un composito a fibra lunga
Si tenga presente inoltre che il processo tecnologico ha un’influenza im-
portante sulla disposizione delle fibre; tipicamente la sezione trasversale di
un pre-preg presenta zone orizzontali in cui è contenuta quasi solamente ma-
trice (in corrispondenza dell’interfaccia tra i due strati di pre-preg), in altri
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casi può accadere che due fibre siano molto vicine in quanto facenti parte
dello stesso fascio del nastro.
In questo capitolo vengono rivisti i concetti fondamentali della statistica
spaziale funzionali alla descrizione della disposizione casuale di oggetti (pun-
tiformi e di dimensione finita) nel piano. Particolare rilevanza viene data agli
indicatori statistici inerenti la probabilità che due oggetti siano prossimi.
4.2 Campi aleatori
Quando si analizzano delle variabili aleatorie è importante considerare la
loro dipendenza dalla posizione spaziale o dall’istante in cui sono misurate. Si
pensi ad esempio alla concentrazione di un inquinante all’interno dell’acqua
di un fiume: la variabile aleatoria ‘concentrazione’ è fortemente influenzata
dalla concentrazione dei punti vicini o negli istanti precedenti.
Si consideri una famiglia di variabili aleatorie indicizzate da un parametro
che varia in un generico insieme, ad esempio il piano, lo spazio o lo spazio a
quattro dimensioni (x,y,z,t): si parla in questo caso di campo aleatorio
Xλ
con λ ∈ Λ dove λ è il parametro e Λ è l’insieme. La variabile aleatoria è una
funzione del punto in cui si trova (il suo indice), Xλ = f(λ).
Un campo si dice ergodico quando ogni informazione può essere ottenu-
ta da una singola realizzazione, ovvero un evento per il quale una variabile
aleatoria assume un unico valore: operativamente implica che tutte le in-
formazioni statistiche sono costanti al variare delle possibili relizzazioni che
può avere il campo; basterà dunque ‘fotografare’ una configurazione qualsia-
si e si avrà la certezza che gli indicatori statistici valgono per tutte le altre
realizzazioni.
Per poter descrivere un campo aleatorio bisogna specificare:
• la natura (continua o discreta) degli indici λ: oggetto del presente
lavoro sono gli indici continui, ovvero gli indici possono assumere tutti
i valori dell’insieme Λ;
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• la struttura delle variabili aleatorie componenti. Ciascuna variabile
aleatoria possiede una certa distribuzione F (Xλ1), F (Xλ2) . . . F (Xλn)
e una certa densità f(Xλ1), f(Xλ2) . . . f(Xλn): si parla in questo caso
di distribuzione e densità marginale. Si può fare riferimento alla distri-
buzione congiunta del processo definita come
F (Xλ1 , Xλ2 . . . Xλn) = Prob{Xλ1 < X1, Xλ2 < X2, . . . Xλn < Xn}
e alla relativa densità congiunta f(Xλ1 , Xλ2 . . . Xλn) tale che:
F (Xλ1 , Xλ2 . . . Xλn) =∫ Xλ1−∞ ∫ Xλ2−∞ ∫ Xλn−∞ f(Xλ1 , Xλ2 . . . Xλn)dXλ1dXλ2 . . . dXλn (4.1)
La distribuzione congiunta rappresenta il massimo dell’informazione
statistica ottenibile da un campo aleatorio. Tuttavia rimane una defi-
nizione di fatto inutilizzabile, dato che è molto difficile conoscerne in
pratica l’espressione analitica.





σ2 = V ar[Xλ]
– autocorrelazione:
R(λ1, λ2) = E[Xλ1Xλ2 ]
– autocovarianza:
Cov(λ1, λ2) = E[(Xλ1 − µ(λ1))(Xλ2 − µ(λ2))]
Di particolare interesse risultano le funzioni valore medio e autocorre-
lazione dalle quali possono essere derivate le altre grandezze.
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Un campo aleatorio si dice stazionario quando le sue funzioni di distri-
buzione sono invarianti alla traslazione.
Un campo aleatorio si dice isotropo quando le sue funzioni di distribuzione
sono invarianti alla rotazione.
Un campo aleatorio si dice stazionario al secondo ordine se:
• il valore medio non dipende da λ
E[Xλ] = µ ∀λ
• l’autocorrelazione è una funzione della distanza tra i due punti
R(λ1, λ2) = f(λ1 − λ2)
4.3 Campi di punto
Il tipo di campi aleatori oggetto di questo lavoro sono i cosiddetti campi
di punto, definiti come variabili aleatorie che assumono come valori configu-
razioni di punti, ovvero un processo stocastico che genera un numero (finito)
di punti nel piano (o nello spazio). Si fa notare che si sottintende d’ora in poi
il riferimento esclusivamente ai campi planari. Per i campi di punto restano
definitivi i concetti di stazionarietà e isotropia illustrati precedentemente per
i campi aleatori in generale.





dove dx è una regione infinitesima del piano che contiene il punto x, N(A)
è il numero di punti contenuti nella regione planare A. Chiaramente per un
processo stazionario γ(x) assume il valore costante γ.
Le proprietà del secondo ordine sono descritte dalla funzione intensità
del secondo ordine definita come:






Per un campo stazionario al secondo ordine γ(x, y) = γ(x−y); se il campo è
anche isotropo si ha γ(x, y) = γ(|x− y|), ovvero diventa funzione della sola
distanza, comunque orientata. La quantità
γ(x, y)
γ(x)γ(y)
viene chiamata funzione di distribuzione radiale, anche se in questo caso
l’espressione distribuzione non è usata in senso statitistico.
4.4 Campo omogeneo di Poisson
Il campo omogeneo planare di Poisson è la pietra miliare su cui è costruita
l’intera teoria dei campi di punto. Esso rappresenta il meccanismo stocastico
più semplice per la generazione di patterns di punto e si basa sull’ipotesi di
complete spatial randomness d’ora in poi indicata come CSR. Il processo di
Poisson è definito dalle seguenti postulati:
• per γ > 0 e ogni regione piana finita A, N(A) ha una distribuzione di
Poisson con a = γ|A|;
• posto N(A) = n, gli n eventi in A formano un campione indipendente
dalla distribuzione uniforme;
• per due regioni disgiunte A e B, le variabili aleatorie N(A) e N(B) sono
indipendenti.
Dunque la probabilità di trovare N punti all’interno di una regione planare
A vale:




I parametri del campo di Poisson sono:
• γ è l’intesità del valore medio
• γ(x, y) = γ(|x− y|) = γ2
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4.5 Modello Poisson hard-core
Il modello classico di Poisson, dato che modella gli eventi come punti di
dimensione infinitesima, non è adatto a descrivere campi di oggetti di dimen-
sione piccola, ma comunque finita. Nel caso in esame, le fibre devono essere
necessariamente modellate come ‘dischi rigidi’. Sia δ il diametro dei dischi
rigidi: in pratica il modello hard-core può essere pensato come un campo di
Poisson in cui i punti non possono giacere ad una distanza inferiore a δ. Si
tratta di un vincolo che viene imposto sulla distribuzione: in termini statis-
tici si parla di correlazione. Questo approccio è noto come procedimento di
semplice inibizione: può essere formalizzato in varie maniere, non equivalenti
fra loro, e rappresenta ovviamente una deviazione dalla condizione di CSR.





dove γ rappresenta la densità, come sopra indicato. Di fatto τ rappresenta
la porzione di piano coperta dai dischi rigidi non compenetrabili; esiste un
limite fisico a tale quantità, ottenuto da una disposizione in cui i centri dei
dischi occupano i vertici di un triangolo equilatero:





Esistono vari modi per ottenere il processo di inibizione:
• Modello I di Matern
Un campo di Poisson di intensità ρ viene ‘sfoltito’ cancellando tutte
le le coppie di punti che giacciono ad una distanza minore di δ. La
probabilità di sopravvivere di un generico evento vale e−piρδ2 , ovvero
la probabilità di non trovare nessun punto in un circolo di area piδ2 e





Il massimo dell’intensità di impacchettamento vale 14e ≈ 0.092, ovvero
il 10% τmax.
• Modello II di Matern
In un campo di Poisson di intensità ρ gli eventi vengono marcati con
un tempo di nascita, ovvero viene loro assegnato un numero compreso
tra 0 e 1 con un processo random indipendente. Un evento viene ri-
mosso se giace ad una distanza minore di δ da un evento ‘più vecchio’;
se non si fa alcuna considerazione sul fatto che l’evento ‘più vecchio’ in
questione sia stato precedentemente cancellato o meno si ottiene una
probabilità di sopravvivenza di 1−e
−piρδ2
piρδ2
e una intensità di:
1− e−piρδ2
piδ2
• Processo di semplice inibizione sequenziale
Se si prende in considerazione l’ultimo aspetto, si ottiene un processo di
semplice inibizione sequenziale. Considerata una sequenza di n eventi
Xi in una regione A si procede come segue:
– passo 1: Xi è uniformemente distribuito su A;
– passo i-esimo: posto {Xj = xj , j = 1, 2 . . . i−1}, Xi è uniforme-
mente distribuita sull’intersezione di A con {y : |y − xi| ≥ δ, j =
1, 2 . . . i− 1}.
La procedura termina quando è stato introdotto il numero prefissato
di punti o non è possibile continuare, eventualità che spesso si presenta
quando τ è molto alto. Il massimo τ ottenibile con questa procedura è
una variabile aleatoria le cui proprietà di distribuzione sono intrattabili.
Va specificato che i modelli hard core appena descritti non sono altro che
algoritmi per l’implementazione del modello, ovvero non descrivono il na-
turale processo di deposizione delle fibre all’interno della matrice, per altro
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funzione del processo tecnologico con cui il composito viene ottenuto. In re-
altà il processo di semplice inibizione sequenziale si avvicina molto al modo
con cui le fibre vengono disposte: di fatto è l’algoritmo di implementazione
più usato nelle simulazioni numeriche.
A questo proposito è importante tener presente un aspetto notevole del
problema: il fatto che gli oggetti abbiano una dimensione finita pone dei lim-
iti concreti al concetto di randomicità. Fin tanto che τ è basso, è legittimo
pensare ad una disposizione casuale degli oggetti, considerabile con buona
approssimazione un campo di Poisson; nel momento in cui τ si avvicina a
τmax le fibre tendono ‘naturalmente’ a disporsi secondo una configurazione
più regolare, per altro la configurazione di massimo impacchettamento. Pos-
siamo interpretare tale fenomeno con un meccanismo di ‘autodifesa’ della
natura: la diminuzione della distanza media tra le fibre viene compensata
dal fatto che tutte le fibre sono messe nelle stesse condizioni, situazione più
cautelativa possibile.
4.6 Indicatori statistici
Per l’analisi dei campi spaziali esistono una serie di indicatori statistici,
estremamente utili nel verificare la randomicità del campo, ovvero il dis-
costamento dalla condizione di CSR: la presenza di aggregati (in letteratura
noti come ‘cluster’) o formazione regolari (reticolari, in letteratura noti come
‘lattice’).
4.6.1 Funzione intensità del secondo ordine
La funzione intensità del secondo ordine K(r), altrimenti nota come
funzione di Ripley, è il descrittore statistico più informativo e più utilizato
in letteratura. Essa è definita come il numero di punti presenti all’interno di
una regione circolare di raggio r diviso per il numero di punti per unità di






Figura 4.2: Funzione di intensità del secondo ordine
Per un campo di Poisson si ha:
KP (r) = pir2 r > 0
Per un modello hard core si ha:
KHC = pi(r − δ)2
Per distribuzioni che presentano cluster, la K(r) stimata sperimentalmente
giace al di sopra della corrispondente funzione di Poisson e se ne allontana
tanto più quanto la tendenza al cluster diventa più pronunciata come illus-
trato in figura 4.3 ; per pattern che presentano regolarità K(r) giace al di
sotto di KP (r), come indicato in figura 4.4.
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Figura 4.3: Confronto di K(r) per un campo di Poisson e per pattern aggregati
(cluster 3 presenta un’aggregazione maggiore di cluster 1)




4.6.2 Pair distribuction function
La pair distribution function o pair correlation function g(r) è un
indicatore statistico legato alla possibilità di trovare un punto in una regione
di piano infinitesima compresa tra r e r+dr. Il numero medio di punti n(r)





dove γ è la densità del campo. D’altra parte si può scrivere:
n(r) = γK(r)






Nonostante l’evidente relazione differenziale tra K(r) e g(r), esse veicolano
informazioni fisiche diverse. Come detto nella sezione precedente, K(r) è
in grado di distinguere pattern diversi mostrando regolarità o cluster, g(r)
descrive la frequenza con cui si presentano le coppie di punti ad una certa
distanza r. Un massimo locale di questa funzione indica una distanza che
si presenza con più frequenza, un minimo le distanze meno frequenti nel
pattern.
Per un campo di Poisson g(r) assume il valore costante 1: infatti in
una condizione di CSR tutte le distanze hanno la medesima probabilità di
presentarsi. Infatti quando la g(r) stimata ha valori maggiori di 1 si presenta
con maggiore frequenza rispetto a un pattern completamente casuale, come
mostrato in figura 4.5. Per una distribuzione omogenea g(r) tende a 1 per
valori alti di r ; d’altra parte nei pattern regolari g(r) non tende a una costante
ma mostra picchi in corrispondenza delle disposizioni deterministiche come
mostrato in 4.6.
Un utile esempio di g(r) è dato dagli stati di aggregazione della materia:
un gas è un perfetto esempio di campo poissoniano e infatti la g(r) ha l’an-
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Figura 4.5: Andamento di g(r) per un campo di Poisson e per pattern aggregrati




damento di figura 4.7, dove il tratto iniziale nullo corrisponde al diametro
delle particelle.
Figura 4.7: Andamento di g(r) in un gas
Come mostrato in figura 4.8, un liquido mostra un andamento con distan-
ze a frequenza maggiore e distanze a frequenza minore, essendo uno stato di
aggregazione che presenta un pattern con presenza di aggregati; un solido
cristallino mostra il classico andamento di un pattern regolare (figura 4.9).
Figura 4.8: Andamento di g(r) in un liquido
4.6.3 Nearest Neighbour function
Gli indicatori statistici descritti precedentemente sono funzionali alla de-
scrizione delle interazioni a lungo raggio tra punti. Per quanto estremamente
utili, il problema in esame richiede una conoscenza statistica dell’interazione
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Figura 4.9: Andamento di g(r) in un solido
a corto raggio, ovvero tra fibre prossime. L’indicatore statistico che descrive
tale fenomeno è la nearest neighbour funcion, definitita come la funzione
di distribuzione della minima distanza tra una fibra e l’altra. Sia xi un punto
del campo, D(r) è la probabilità che la minima distanza minj 6=i|xj − xi| da
xi di tutti gli altri punti sia minore dell’argomento r:
D(r) := P{minj 6=i|xj − xi| ≤ r} r > 0
L’omogeneità del campo di punto assicura che la definizione di D(r) non
dipende dalla scelta del punto. La definizione di D(r) può esere riformaliz-
zata come:
D(r) := P{(N ∩ b(xi, r)) = 1}, r > 0
dove N(b(xi, r)) è il numero di punti contenuti all’interno all’interno del dis-
co di centro xi e raggio r. Per un campo di Poisson si ha :
D(r) = 1− e−γpir2 r > 0
La corrispondente funzione di densità vale:
d(r) = 2γpireλpir r > 0
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4.7 Nearest Neighbour function per dischi rigidi
L’espressione analitica della nnf per il campo di Poisson, campo non cor-
relato, diventa di fatto un’approssimazione brutale per il modello hard core
che è un campo correlato per definizione. Con l’espressione ‘dischi rigidi’
si intende sottolineare l’impenetrabilità degli eventi del campo. Formaliz-
zare una nnf per un campo correlato è un problema di difficile trattazione
teorica ed è stato affrontato da ‘Torquato’ [11] cui si rimanda per ogni ap-
profondimento. Il problema consiste nel trovare un’espressione analitica di
H = f(r, δ, τ): è evidente che la distanza r, il diametro delle fibre δ e la
densità di impacchettamento τ sono le uniche variabili del problema. Come
accennato in 4.4, quando τ → τmax non è più perfettamente corretto parlare
in termini di randomicità. In [11] è introdotto il concetto di random close
packing ; sebbene la sua definizione sia ancora oggetto di discussione, si può
affermare che la condizione di RCP si presenta quando sono realizzate le
seguenti due condizioni:
• l’impacchettamento è talmente denso che un aumento in densità può
essere ottenuto solo con un incremento statisticamente significativo
dell’ordine a corto raggio;
• ogni diminuzione della densità rispetto alla condizione di RCP porta
a una condizione in cui i dischi non devono essere necessariamente
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impacchettati, ovvero una data particella non è necessariamente in
contatto con le altre.
Operativamente la condizione di RCP si traduce in questo modo: sia NN(r)
la cumulative nearest neighbour function, con δ<r<∞. Per un data densità
di impacchettamento si definisce il raggio mediano rNN per cui:
NN(rNN ) = 1/2 (4.5)
Per basse densità rNN assume valori rilevanti (per τ → 0 rNN → ∞). Man
mano che la densità cresce e si avvicina alla condizione di RCP rNN → δ.
Quindi la condizione
rNN = δ (4.6)
è caratteristica del RCP poichè ciascun disco deve toccare il suo vicino più
prossimo in una configurazione che tende al massimo impacchettamento. La
condizione espressa da 4.6 è tipica di tutte i τ > τRCP ; si ottiene dunque la
definizione di τRCP random close packing density (τRCP ):
τRCP = min{τ |rNN (τ) = δ} (4.7)
Il calcolo esplicito di τRCP è estremamente difficoltoso; è possibile espli-
citare dei bounds o eseguire simulazioni attraverso algoritmi implementati
con il metodo Montecarlo: Berryman [12] stima τRCP = 0.82± 0.02, valore
utilizzato da gran parte della letteratura in materia.
Nel suo lavoro Torquato fa riferimento al freezing packing point, ovvero il
valore τf al di sopra del quale il sitema si può considerare in una fase metasta-
bile, ovvero il punto in cui il sistema comincia a perdere la sua randomicità.
Attraverso simulazioni numeriche si stima τf = 0.69
I concetti di freezing packing fraction e random close packing fraction
assumono rilevanza nella trattazione diH(r, δ, τ) in quanto la sua espressione
analitica cambia a seconda che τ ∈ [0, τf ] o τ ∈ [τf , τRCP ]
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Sia H(r) la nearest neighbour function per un campo hard core e δ il
raggio dei dischi rigidi. H(r)dr rappresenta dunque la probabilità che il
centro del disco più vicino da un disco di riferimento sia ad una distanza
compresa tra r e r + dr.
É utile esprimere H(r) come segue:
H(r) = γ2pirG(r)E(r) (4.8)
dove:
• E(r) è la funzione di esclusione, definita come la probabilità che, da-
to un disco di riferimento centrato nell’origine, la regione circolare di
raggio r centrata nell’origine sia priva di eventi;
• γ2pirG(r) è la funzione di distribuzione di coppia condizionale, definita
come la probabilità che, posto che non ci siano altre particelle nella re-
gione circolare centrata nell’origine di raggio r, il centro della particella
giace sulla circonferenza di raggio r.








0 H(y)dy rappresenta la probabilità di trovare il centro di almeno un















Si evince dunque la possibilità di calcolare H(r) conoscendo o la funzione di
esclusione E(r) o la funzione di distribuzione di coppia G(r).
Sia GV (r) la void conditional pair distribuction function in cui il punto
di riferimento è un punto arbitrario del sistema piuttosto che il centro di un
disco come per G(r). Esistono una serie di relazioni tra G(r) e GV (r), che
permettono di legare quest’ultima alla H(x, τ)
In [11] è mostrato che:
GV (r) =
1
1− γpir2 0 ≤ r ≤ δ/2; (4.13)
Si introduce la quantità x = rδ , in modo da adimensionalizzare il problema.
La teoria sviluppata prevede che GV (r) ammetta uno sviluppo in serie del
tipo:





< x <∞ x ≥ 1/2 (4.14)
Per determinare a0 e a1 si usano una serie di condizioni al contorno funzione
del range di τ . Si ha dunque:









con x ≥ 1 e 0 < τ < τf





τRCP − τ −
1
1− τ





con x ≥ 1 e τf < τ < τRCP
Le espressioni di H(x, τ) così ricavate sono in ottimo accordo con i dati
ottenuti dalle simulazioni numeriche eseguite con algoritmi basati sul metodo
‘Montecarlo’.
Considerando un generico insieme statisticamente omogeneo e isotropo
di dischi rigidi è possibile definire, sulla base delle precedenti considerazioni





o in maniera equivalente:
















τ triangolare dischi rigidi Poisson
0.10 3.011 1.675 1.365
0.20 2.130 1.333 0.938
0.30 1.739 1.195 0.742
0.40 1.506 1.120 0.620
0.50 1.347 1.073 0.532
0.60 1.229 1.043 0.463
0.70 1.138 1.022 0.404
0.80 1.065 1.003 0.349
0.82 1.052 1.000 0.338
0.90 1.004 0.292
0.907 1.000 0.228
Tabella 4.1: Mean nearest-neighbour adimensionalizzata per distribuzione
triangolare, dischi rigidi e campo di Poisson
triangolo equilatero, per dischi rigidi e per un campo di Poisson per diversi
valori di τ .
Si può affermare che per densità molto basse (τ → 0), la differenza tra il
campo di Poisson correlato (dischi rigidi) e il campo di Poisson CSR non è
percepibile; essa ha effetti marcati per τ>0.5, ovvero un campo con τ<0.5





In questo capitolo vengono descritte le tecniche utilizzate per calcolare le
proprietà elastiche equivalenti del materiale composito. Inizialmente viene
presentata la legge dei miscugli e la relazione di Halpin-Tsai; analizzati i
limiti di entrambe le leggi, è proposto un metodo basato su un approc-
cio computazionale: vengono presentati gli andamenti del modulo elastico
equivalente e del coefficiente di Poisson equivalente in funzione della densità
di fibra. Infine tali andamenti sono confermati da un approccio analitico
basato sul metodo dei cilindri concentrici.
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5.1 Descrizione del problema
Come visto in 2.5, si pone la necessità di determinare le proprietà elas-
tiche in direzione trasversale della zona omogenea al variare del contenuto
in fibre τ , note le grandezze elastiche dei singoli costituenti. L’obiettivo è
dunque ricavare delle espressione per E22 e ν22, esprimibili come una fun-
zione della densità τ , delle caratteristiche elastiche della matrice (Em e νm)
e della fibra (Ef e νf ).
Si riportano nella tabella 5.1 i valori delle grandezze elastiche dei singoli
costituenti utilizzati nel seguente lavoro:
Materiale E (MPa) ν
Fibra 28000 0.23
Matrice 2755 0.34
Tabella 5.1: Caratteristiche elastiche dei costituenti
Confrontando i valori numerici si osserva che il Modulo di Young ha un peso
specifico nel problema superiore al coefficiente di Poisson.
Il problema può essere affrontato seguendo diversi approcci:
• utilizzare i cosiddetti metodi microstrutturali, quali la regola dei mis-
cugli o meglio la relazione di Halpin-Tsai;
• implementare un modello numerico (FEM) e risolvere il problema ap-
plicando carichi noti e calcolando la conseguente risposta elastica;
• descrivere analiticamente il problema.
5.2 Regola dei miscugli e relazione di Halpin-Tsai
Per la derivazione delle proprietà effettive in direzione trasversale (qual-
siasi direzione perpendicolare alle fibre) le fibre possono essere considerate
come una serie di molle. In questo caso la deformazione totale del composito
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è esprimibile come la somma della deformazione della matrice e la defor-



































Con ovvio significato dei simboli. Supponendo lo stress costante su tut-










































5.3 CARATTERISTICHE ELASTICHE EQUIVALENTI
dove cm e cf sono il contenuto in fibre rispettivamente di matrice e fibra
L’espressione 5.5 non costituisce una buona approssimazione di ciò che
accade realmente nei compositi a fibra lunga, specie per una volume molto
alto di fibre. La ragione principale è che l’espressione non tiene conto in
alcun modo sulla geometria della distribuzione delle fibre all’interno della
matrice.
Per questo motivo Halpin-Tsai hanno proposto una relazione semi-empirica



























Come accennato precedentemente, il limite principale della regola dei
miscugli è quello di non fare alcuna ipotesi sulla reale distribuzione delle fibre.
In effetti l’ipotesi principale di lavoro è quella di considerare una distribuzione
random delle fibre; per poter stimare le caratteristiche elastiche equivalenti
è possibile considerare una distribuzione a triangolo equilatero delle fibre,
tanto più che tale approssimazione descrive in maniera molto fedele la realtà
per densità molto alte. Date queste premesse viene sviluppato un modello che
geometricamente rappresenta una cella elementare esagonale, come mostrato
in figura 5.1. Variando il raggio della fibra è possibile considerare i diversi
valori di densità.
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Dato il sistema di riferimento indicato in figura 5.1, si impone uno stato
di plain stess con impedita contrazione in direzione x e spostamento imposto
in direzione y.
Figura 5.1: Cella elementare esagonale









Nel modello FEM si ha che σxx e σyy sono la somma delle reazioni nodali
lungo le due direzioni normalizzate sulle lunghezze dei rispettivi lati, mentre
yy si ricava dai cedimenti vincolari imposti.
In figura 5.2 si mostra l’andamento di E22 e ν22 normalizzati sui rispettivi
valori della matrice in funzione del contenuto in fibre.
Per quanto riguarda E22 è utile confrontare l’andamento ottenuto per via
numerica con l’espressione analitica della legge dei miscugli, come mostrato
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Figura 5.2: Andamento di E22 e ν22 in funzione della densità di fibra
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in figura 5.3. Come già osservato la legge dei miscugli sottostima la grandezza
elastica specie per alti volumi di fibre; è comunque evidente in entrambi i casi
che per densità alte (da 0.5 in poi) E22 aumenta sempre più velocemente.
Figura 5.3: Andamento di E22 in funzione della densità di fibra calcolato per via
numrica (blu) e con la legge dei miscugli (rosso)
In appendice B.5 è riportato il file batch Ansys creato per generare il
modello.
5.4 Metodo dei cilindri concentrici
Data l’ipotesi di assumere una distribuzione esagonale e la conseguente
isotropia del problema, è possibile modellare il problema come due cilin-
dri concentrici, uno dei quali (cerchio interno) rappresenta la fibra e l’altro
(corona circolare) rappresenta la matrice, come mostrato in figura 5.4.
Modellando in questo modo il problema, il carico in direzione trasversale
è assimilabile a una pressione p imposta in direzione radiale, come indicato in
figura 5.4); data l’assialsimmetria geometrica e dei carichi possiamo studiare
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Figura 5.4: Schematizzazione dei cilindri concentrici
il problema attraverso l’equazione di Lamè. Detto u(r) lo spostamento in
direzione radiale si ha:




con A e B costanti da determinare in base al problema. La grandezza E22 è





Ipotizzando uno stato di tensione di plane strain (zona centrale di un ogget-
to oblungo), le uniche componenti di deformazione nelle direzioni principali








La tensione principale in direzione radiale assume la seguente espressione
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(1 + ν)(1 + 2ν)
r +
1− ν
(1 + ν)(1 + 2ν)
θ (5.13)
Se si considera un cilindro omogeneo di raggio R, la grandezza Eo22 è quan-





Imponendo l’equazione di equilibrio:
σr(R) = p (5.15)
si risolve il problema elastico deteminando A nella 5.10, dato che B = 0
(altrimenti si avrebbe uno spostamento radiale infinito per r = 0). Tenendo
conto della 5.14, si ottiene:
Eo22 =
E(2− ν)
(1 + ν)(1 + 2ν)
(5.16)








a < r < b
(5.17)
I legami di congruenza specificati in 5.12 assumono la forma:
r(r) =
 Af 0 < r < aAm − Bm
r2
a < r < b
θ(r) =
 Af 0 < r < aAm + Bm
r2
a < r < b
(5.18)
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θ a < r < b
(5.19)
Data la presenza di tre incognite (Af , Am, Bm) è necessario specificare tre
equazioni:
uf (a) = um(a)





La prima impone la condizioni di continuità di u all’interfaccia, la seconda
impone la continuità di σr all’interfaccia (il cubetto di Cauchy all’interfaccia
deve essere in equilibrio), la terza è l’equazione d’equilibrio.
Risolvendo il sistema 5.20 si ricavano Af , Am, Bm risolvendo il problema
elastico. Tenendo conto della 5.14, si ricava l’espressione analitica di E22:
E22 =
−(τc21m−τc22m−τc1f c1m+τc1f c2m−τc2f c1m+τc2f c2m+
c1m−c2m+c2f+c1f+τc1m+τc2m−τc1f−τc2f






(1 + νm)(1 + 2νm)
c2m =
Em(1− νm)
(1 + νm)(1 + 2νm)
c1f =
Ef
(1 + νf ))(1 + 2νf )
c2f =
Ef (1− νf )
(1 + νf )(1 + 2νf )
In figura 5.5 si riporta l’andamento di E22 normalizzato sul valore Eo22
del disco omogeneo (costituito solo da matrice) confrontandolo con quello
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ottenuto per via numerica: è evidente la similitudine tra le due curve, a
ulteriore prova dell’affidabilità dei risultati ottenuti.
Figura 5.5: Andamento di E22 in funzione della densità di fibra calcolato per via
numrica (blu) e con il metodo dei cilindri concentrici (verde)
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Capitolo 6
Analisi per livelli di densità
In questo capitolo viene introdotto e descritto il concetto di densità locale
di fibra e la sua relazione con il comportamento strutturale del materiale.
Viene descritta l’implementazione di una procedura operativa finalizzata alla
creazione di una mappa di densità locale tale da visualizzare tale grandezza,
procedendo all’analisi dell’immagine digitale della sezione di una lamina di
pre-preg; contestualmente è implementata una procedura per l’acquisizione
delle coordinate dei centri delle fibre. Il concetto di meso-elemento viene
illustrato e sono prese in considerazione quattro densità: 0.5, 0.6, 0.7 e 0.75.
Per ognuna di esse viene ricercato all’interno della mappa il meso-elemento
che realizza tale densità nel modo più uniforme possibile.
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6.1 ANALISI PER LIVELLI DI DENSITÀ
6.1 Introduzione
Come descritto nel capitolo 4 è possibile fornire una descrizione matemat-
ica della distribuzione random delle fibre all’interno della sezione del compo-
sito attraverso una serie di quantificatori statistici che hanno come variabili
il raggio delle fibre, la distanza tra i centri e la densità; praticamente la
distribuzione delle distanze è univocamente determinata dalla densità come
illustrato in 4.7.
Si è visto che randomicità della distribuzione viene meno man mano che
la densità si avvicina al limite superiore: di fatto le fibre tendono natural-
mente a disporsi secondo la configurazione di massimo impacchettamento
(vertici di un triangolo equilatero). É importante sottolineare che è impos-
sibile raggiungere densità elevate senza introdurre una certa regolarità della
disposizione delle fibre, determinismo che si va sempre più forte man mano
che la densità si avvicina a pi/2
√
3 ≈ 0.91, in cui si presenta una disposizione
reticolare.
La teoria precedentemente esposta ci permette di ottenere le informazioni
necessario sulla distribuzione della distanza tra le fibre, ma non dà alcuna
informazione sulla topologia del problema, ovvero sulla effettiva collocazione
spaziale delle fibre. Per poter procedere a un’analisi FEM è strettamente
indispensabile conoscere le coordinate dei centri delle fibre all’interno della
sezione. Per ottenere tali informazioni è possibile procedere in due modi:
• implementare un algoritmo che permetta di ottenere in output le co-
ordinate dei centri fornendo come input la densità di fibre, il raggio
delle fibre e le dimensioni della sezione; in letteratura esistono diverse
proposte per tale algoritmo come RSA che di fatto lavorano secondo
il modello di Matern (4.5). Tale approccio non permette di ottenere
risultati per densità superiori a 0,6. La difficoltà computazionale è di
fatto la traduzione della impossibilità teorica di continuare a consider-
are random un campo di punti avente una densità elevata. In tabella
6.1 si riportano i valori dei tempi di calcolo in funzione della densità
mentre in figura 6.1 si riporta l’andamento ottenuto da tali valori con
un fitting esponenziale.
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Tabella 6.1: Tempi di simulazione per ottenere una distribuzione random in
funzione della densità
Figura 6.1: Andamento del tempo di simulazione in funzione della densità
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• riprodurre l’esatta distribuzione delle fibre,ovvero importare da un’im-
magine digitale le coordinate dei centri; si tratta quindi di riprodurre
la distribuzione delle fibre così come si presenta in realtà.
Nel presente lavoro si seguirà il secondo approccio, ovvero l’esatta ripro-
duzione della microstruttura. D’altra parte, dato che il presente lavoro con-
cerne esclusivamente le densità maggiori di 0.5, è possibile utilizare, fin quan-
do consentito, l’approccio algoritmico; per assicurare una certa omogeneità
operativa è stato scelto di utilizzare la riproduzione della microstruttura per
ogni densità analizzata.
6.2 Il concetto di densità locale
Come detto in 1, la densità è uno dei parametri di progetto più importan-
ti. É stato altresì sottolineato che tale quantità si riferisce all’intera lamina
e, essendo il problema piano, alla sezione. Di fatto si parla quindi di una
densità globale.
Determinare lo stato locale di tensione indotto all’interno della matrice,
a parità di carico applicato, è un problema di difficile risoluzione in quanto
coinvolge una serie di parametri quali la densità e la conseguente distri-
buzione delle distanze, la multiassialità dello stato di tensione imposto, la
collocazione spaziale casuale delle fibre stesse. L’ipotesi fondamentale del
presente lavoro è che la densità locale è il parametro che domina il fenom-
eno dello stato di tensione, influenzandolo in grandissima parte. Per densità
locale di fibra si intende la densità a livello di scala intermedia o meso-scala,
come illsustrato in 2.2: essendo lo stato di tensione un fenomeno locale è
legittimo pensare che le quantità fisiche coinvolte (la densità di fibra nella
fattispecie) abbiano un effetto a corto raggio.
Si ritiene che le fibre che contribuiscono a determinare lo stato di tensione
siano in numero molto piccolo, ovvero non più di un ordine di grandezza. Di
conseguenza è sufficiente considerare una grandezza di scala relativamente
piccola per stimare la densità locale: è facile convincersi che la presenza di
fibre molto lontane dal punto preso in considerazione non ha alcun effetto.
D’altra parte lo stato di stress è determinato dall’effetto di intaglio di fibre
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molto vicine: come noto dalla teoria questo effetto si estingue nelle imme-
diate vicinanze dell’intaglio (basti pensare al classico problema di Kirsh).
É importante considerare anche che il difetto che si innesca nella matrice
causandone la rottura ha dimensione confrontabili con quelle delle fibre: è
necessario quindi che la densità locale faccia riferimento a una zona del tutto
simile.
Quanto detto assume particolare rilevanza se si fa riferimento all’immag-
ine digitale della sezione di un composito a fibra lunga di figura 6.2. La
densità locale non ha valore costante: vi sono zone con un contenuto molto
basso di fibre e altre con valori molto alti. Tali valori possono discostarsi in
maniera anche notevole dal valore della densità locale: per una sezione con
una densità di 0.5 e possibile trovare zone con una densità che va da 0.2 a
0.8. Come accennato in 1.2 tali fluttuazioni sono una funzione del processo
tecnologico con cui il composito viene realizzato. É facile riconoscere nel
pre-preg in figura 6.2 delle zone orizzontali con un alto contenuto di ma-
trice: è lecito pensare che si tratti delle zone di interfaccia tra due fogli di
pre-impregnato che sono stati incollati in autoclave. Non è semplice assicu-
rare che tali variazioni di densità locale siano casuali, ovvero non è possibile
escludere che vi sia un certo determinismo nella variazione del parametro.
D’altra parte investigare in tale senso richiederebbe un’analisi approfondita
delle immagini provenienti da compositi ottenuti con diversi processi tecno-
logici; nel presente lavoro, la cui natura è esclusivamente metodologica, si
farà riferimento esclusivamente a pre-preg.
6.3 Mappa di densità
6.3.1 Meso-elemento
Comemeso-elemento si intende la porzione della sezione in riferimento
alla quale si calcola la densità locale. Nel presente lavoro viene scelto un
meso-elemento circolare: in questo modo si evita di introdurre un grado di
anisotropia all’interno del problema. Così facendo è possibile associare ad
ogni punto della sezione una densità locale. Le dimensioni del raggio del
meso-elemento è un multiplo della fibra: nel presente lavoro il rapporto tra
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Figura 6.2: Immagine digitale della sezione di un composito
il raggio R del meso-elemento viene fissato a quattro volte il raggio r delle
fibre. Tale scelta permette,come sottolineato in 6.2, di considerare un numero
molto limitato di fibre e di considerare in maniera significativa la variazione
della densità locale.
Si sottolinea fin da subito che la procedura così descritti produce i cosid-
detti ‘effetti di bordo’. Data una sezione rettangolare si consideri la cornice
di spessore R: tutti i meso-elementi centrati all’interno della cornice non
sono contenuti interamente all’interno della sezione. Per i punti contenuti in
queste zone è possibile considerare solo la parte del meso-elemento interna
alla sezione: in questo modo si elimina l’effetto di bordo.
6.3.2 Analisi ed elaborazione dell’immagine
Per poter associare ad ogni punto della sezione una densità è neces-
sario disporre di un’immagine digitale della sezione del composito con la
risoluzione più alta possibile, in modo tale che sia possibile distinguere chiara-
mente le fibre1; questo aspetto assume una rilevanza notevole se si considera
che due fibre sono sempre separate da uno strato, anche molto piccolo, di
matrice. La tangenza è un caso limite di fatto non contemplato nella pratica,
ma che ha forte ripercussione a livello di tensione locale: quando la distanza
dei centri tende al diametro delle fibre si ha la medesima sollecitazione del-
1A tale proposito si segnala la differenza tra le fibre di vetro, tutte perfettamente
identiche, e le fibre di carbonio, dall’aspetto più irregolare.
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Materiale E (MPa) ν Diametro della fibra (mm)
Fibra di carbonio (HTA 5131) 28000 0.23 6 · 10−3
Matrice epossidica (RTM6) 2755 0.34 -
Tabella 6.2: Proprietà di fibra e matrice
l’apice di una fessura, con una tensione teoricamente infinita. Indagare su
tale questione esula dagli scopi del presente lavoro, in cui si limita a garantire
che le fibre non entrino mai in contatto.
Ottenere un’immagine con tali caratteristiche è piuttosto complicato e
richiede raffinate tecniche di acquisizione dell’immagine; nel presente lavoro
viene utilizzato un’immagine estratta da [6] e mostrata in 6.2. Si tratta
di una porzione della sezione di un pre-preg identificato con la sigla HTA
5131/RTM 6. La densità globale ha una valore di 0,5455 e comprende 554
fibre; l’immagine ha una risoluzione di 632 × 840 pixel, mentre il fattore di
scala è fissato in modo che 13 pixel = 6µm. Le caratteristiche di fibra e
matrice sono illustrati in 6.2.
Il primo passo nell’elaborazione dell’immagine consiste nella creazione
di un’immagine in scala di grigi, come mostrato in figura 6.3. Per poter
procedere alla binarizzazione dell’immagine digitale è necessario stimare il
valore di soglia tramite un istogramma della distribuzione dei livelli di grigio
nell’immagine. Questa tecnica può essere applicata solo se l’illuminazione è
uniforme, in quanto un’illuminazione non uniforme porta a un’erronea va-
lutazione del valore di soglia. Per separare il foreground dal background
con illuminazione non uniforme viene stimata l’intensità di luminosità lo-
cale (calcolando l’intensità in sottodomini circolari, come mostrato in 6.4)
e sottratta dall’immagine originale, ottenendo il risultato mostrato in figura
6.5.
É quindi possibile procedere alla binarizzazione dell’immagine ottenendo
il risultato in figura 6.6. Si tratta di una matrice 632x840 formata da ‘1’
(matrice) e ‘0’ (fibra).
Partendo dall’immagine binarizzata, viene applicato un filtro di con-
voluzione utilizzando un elemento morfologico strutturale identico al meso-
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Figura 6.3: Immagine digitale convertita in scala di grigi con illuminazione non
uniforme
Figura 6.4: Background dell’immagine in scala di grigi
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Figura 6.5: Immagine digitale con correzione dell’illuminazione
Figura 6.6: Immagine digitale binarizzata
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elemento definito in 6.3.1; tale filtro funziona in modo da sovrapporre una
‘maschera’ (il cerchio del meso-elemento) fatta di ‘1’ all’immagine binariz-
zata: eseguendo la somma del prodotto degli elementi corrispondenti (con-
voluzione) e dividendolo per gli elementi totali della maschera, si ottiene la
frazione di area coperta della matrice, ovvero la densità come definita in 6.2.
Il risultato è mostrato in figura 6.7. Correggendo gli effetti di bordo descritti
in 6.3.1, si ottiene la mappa di densità 6.8.
Tale mappa rappresenta dunque la visualizzazione grafica del concetto di
densità locale; è possibile riconoscere chiaramente la zona con un contenuto
più lato di matrice (di colore blu) e le zone con un più alto contenuto in fibre
(zone rosse). Il massimo valori di densità locale è 0.78, mentre il minimo
0.14. In figura 6.9 sno indicati i meso-elementi relativi a entrambi i valori.
Figura 6.7: Mappa di densità senza correzione degli effetti di bordo
In appendice B.1 si riporta la routine Matlab che esegue l’elaborazione
dell’immagine creando la mappa di densità
L’analisi strutturale attraverso la riproduzione dell’esatta configurazione
topologica delle fibre richiede la conoscenza dei centri delle fibre. A causa
della bassa risoluzione dell’immagine, viene seguita una diversa tecnica di
elaborazione dell’immagine. L’obiettivo è infatti separare le fibre tra loro
molto vicine in modo da poterle identificare come oggetti distinti; in figura
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Figura 6.8: Mappa di densità con correzione degli effetti di bordo
Figura 6.9: Mappa di densità con indicazione del valore massimo (blu) e valore
minimo (rosso)
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6.10 si mostra un dettaglio dell’immagine binarizzata che mette in evidenza
quanto detto.
Figura 6.10: Dettaglio dell’immagine binarizzata
Partendo dall’immagine binarizzata, viene applicata un processo di ero-
sione utilizzando un disco come elemento strutturale, come indicato in [13].
La figura 6.11 mostra il risultato ottenuto.
Figura 6.11: Immagine digitale binarizzata dopo il processo di erosione
Successivamente viene eseguita una routine di labelling in modo da as-
segnare ad ogni fibra un codice unico: con questa procedura tutte le fibre
vengono identificate come oggetti distinti, misurandone area e perimetro in
modo da discriminare i falsi positivi. Gli oggetti i cui valori dei parametri
cadono al di fuori dell’intervallo caratteristico delle fibre vengono scartati;
gli oggetti rimanenti vengono memorizzati e ne viene calcolato il baricentro
(centroid). In figura 6.12 si mostra il risultato ottenuto con la visualizzazione
dei centri delle fibre.
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Figura 6.12: Visulizzazione dei centri delle fibre
In appendice B.2 si riporta la routine Matlab che estrae le coordinate dei
centri dall’immagine digitale
6.3.3 Scelta del meso-elemento
La mappa di figura 6.8 può essere considerata come una matrice 630x840
i cui elementi rappresentano i valori di densità locali calcolati con la tecni-
ca illustrata in 6.3.2. Tenendo presenti gli obbiettivi del lavoro descritti in
1.4, si pone la necessità di selezionare gli elementi corrispondenti al valore di
densità prescelto. Ovviamente è poco probabile che esista un meso-elemento
che abbia esattamente il valore di densità desiderato τ¯ , motivo per cui si
specifica una tolleranza di ±0.01 sul valore centrale. In questo modo viene
identificato per ogni valore di densità un numero relativamente alto di el-
ementi, dell’ordine di grandezza di 105. Il criterio di selezione adottato è
l’uniformità della densità del meso-elemento, ovvero è necessario scartare
gli elementi che si trovano in una zona con un alto gradiente di densità. Per
raggiungere tale scopo viene creata una routine in Matlab (riportata in B.3)
che opera nel seguente modo:
• fissato τ¯ , vengono ricercati tutti i meso-elementi con τ=τ¯±0.01;
• per ogni punto trovato, viene preso in esame il relativo meso-elemento
(ovvero la circonferenza con centro nel punto considerato e raggio spec-
ificato in 6.3.1); si calcola il numero di punti interni alla circonferenza
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aventi densità compresa tra τ¯−0.05 e τ¯+0.05, normalizzato sul numero
totale di elementi interni alla circonferenza;
• il meso-elemento che presenta il valore più alto di questo rapporto viene
selezionato e successivamente utilizzato nell’analisi FEM.
In questo modo si garantisce che la dispersione dei valori intorno al valore
centrale τ¯ sia più contenuta possibile, ovvero si garantisce l’uniformità della
densità. La figura 6.13 mostra i meso-elementi selezionati con questa proce-
dura. É possibile notare come siano state selezionate zone con gradienti di
densità molto bassi.
Figura 6.13: Meso-elementi selezionati
In figura 6.14,6.15, 6.17,6.17 si riportano gli istogrammi relativi alla di-
stribuzione dei valori di densità all’interno dei meso-elementi selezionati, ev-
idenziando la bassa dispersione dei valori; in ciascuna istogramma si riporta
il valore medio µ e la deviazione standard σ del campione costituito dagli
elementi interni al meso-elemento.
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Figura 6.14: Istogramma della distribuzione dei valori di densità per τ=0.5
Figura 6.15: Istogramma della distribuzione dei valori di densità per τ=0.6
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Figura 6.16: Istogramma della distribuzione dei valori di densità per τ=0.7





Nel presente capitolo si procede all’analisi FEM dei quattro meso-elementi
che realizzano le densità analizzate. Per ognuno di essi si impone una ro-
tazione di 10◦da 0◦a 90◦in modo da ottenere ulteriori configurazioni della
medesima densità. Considerando il modulo della traccia del tensore dello
stress come quantificatore della sollecitazione, viene analizzata la distribu-
zione delle tensioni della matrice: viene scelta la distribuzione di Weibull per
fittare i dati discreti. In questo modo, basandosi sul valore critico fornito
da Asp, viene stimata la probabilità di rottura per ogni densità e per ogni
configurazione angolare. Infine viene analizzata lo stato di tensione nella
lamina caricata trasversalmente associando agli elementi le proprietà elas-
tiche definite dalla loro densità media ed è stimata la correlazione tra stress
e densità.
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7.1 Caratteristiche della simulazione
L’analisi FEM viene condotta esclusivamente in campo lineare elasti-
co: come già accennato in 3.2 il comportamento a rottura dei compositi è
tipicamente fragile non permettendo alcuna plasticizzazione.
Il problema viene studiato con un’analisi plain strain generalizzato. Il
plain strain generalizzato impone una deformazione media non nulla nel-
la direzione delle fibre anziché una deformazione nulla come nel caso plain
strain; si fa notare tuttavia che la differenza in termini di risultati non è
rilevante data la presenza di notevoli picchi, che azzerano l’effetto di una
tensione media imposta.
L’elemento che viene utilizzato nella simulazione è il PLANE183, ele-
mento piano a 8 nodi il cui utilizzo è del tutto analogo al noto PLANE42; la
presenza di un numero maggiore di nodi permette di ottenere elementi con
forme meno regolari, opzione indispensabile quando la matrice degenera in
‘istmi’ molto sottili tra le fibre. Inoltre il PLANE183 contempla l’opzione
per l’analisi plain stran generalizzato.
Per poter confrontare l’effetto che ha la densità sullo stato di tensione
è possibile far ruotare il meso-elemento in modo tale da ottenere un’altra
realizzazione della densità analizzata. Nel presente lavoro vengono analiz-
zate le configurazioni di dieci angoli ruotando il meso-elemento tra 0◦e 90◦di
10◦per volta. L’obiettivo è dunque dimostrare che, a parità di densità, le
varie configurazioni mostrano la stessa distribuzione delle tensioni a meno di
oscillazioni casuali.
Per poter analizzare lo stato di tensione della matrice del meso-elemento
si utilizza il metodo della cella integrata descritto in 2.5. In questo modo è
possibile imporre le condizioni al contorno (carichi e vincoli) sulla cella ester-
na in modo da eliminare l’effetto dei carichi concentrati che influenzerebbero
lo stato di tensione nel meso-elemento, che è la zona di maggiore interesse;
per eliminare ulteriormente tale effetto la simulazione viene eseguita con un
meso-elemento di raggio 6r, eliminando così l’effetto della transizione tra le
due zone (zona omogenea e meso-elemento). In figura 7.1 si mostra quanto
descritto.
Le proprietà elastiche della zona omogenea sono determinate in base al
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Figura 7.1: ECA utilizzato per l’analisi dello stato di tensione (τ=0.6 a 0◦)
modello proposto nel capitolo 5: in funzione della densità vengono quindi
determinati E e ν. I carichi sono applicati come degli spostamenti imposti; si
fa notare che tutti i risultati sono definti a meno di un fattore moltiplicativo
data l’arbitrarietà degli spostamenti imposti, considerando la linearità di
tutto il problema. In output vengono richiesti i valori delle tensioni principali
e dell’area degli elementi relativamente alla zona del meso-elemento di raggio
‘4r ’, illustrato in figura 7.2.
Figura 7.2: Elementi del meso-elemento selezionati per il post-processing (τ=0.6
a 0◦)
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A questo proposito è necessario far notare che gli elementi non hanno
tutti la stessa area e dunque, pesando i valori delle tensioni tutti allo stesso
modo, si rischia di considerarne in misura maggiore alcuni; di fatto il ris-
chio più concreto è che, procedendo con la mesh automatica, il programma
infittisca la mesh laddove lo stato di tensione mostra delle singolarità (fibre
molto vicine) ottenendo così valori più alti contati con maggiore frequenza.
Tuttavia, controllando direttamente la dimesione dell’elemento nella mesh, è
possbile ottenere una mesh molto uniforme a livello di infittimento, con con
distribuzione dell’area degli elementi molto poco dispersa. Nelle immagini
7.3,7.4,7.5,7.6 si mostrano gli istogrammi delle distribuzioni dell’area degli
elementi per le 4 aree analizzate, riferendosi alla configurazione a 0◦.
In appendice B.4 si riporta il file batch utilizzato nell’analisi.
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Figura 7.3: Istogramma della distribuzione dell’area degli elementi per τ = 0.5 a
0◦
Figura 7.4: Istogramma della distribuzione dell’area degli elementi per τ = 0.6 a
0◦
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Figura 7.5: Istogramma della distribuzione dell’area degli elementi per τ = 0.7 a
0◦
Figura 7.6: Istogramma della distribuzione dell’area degli elementi per τ = 0.75
a 0◦
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7.2 Fitting dei risultati
Come descritto in 3.5 il quantificatore della resistenza della matrice è la
tensione idrostatica: tale valore viene utilizzato per valutare la resistenza del
materiale. Per semplicità nel presente lavoro si considera la tensione a meno
del fattore moltiplicativo 1/3, ovvero la traccia del tensore dello stress σtr.
Nelle figure 7.7 e 7.8 sono visualizzata le mappe della tensione in direzione
Y (direzione di carico) per τ=0.6 rispettivamente a 0◦e 90◦; è possibile notare
l’effetto di intensificazione dello stress nei punti in cui le fibre sono molto
vicine, un effetto di concentrazione delle tensione tipo ‘Kirsh’. Son presenti
zone in compressione (presenti anch’esse nel problema di Kirsh) anche se
resta prevalente l’estensione delle zone in trazione, dato che è stato imposto
uno stato di tensione di trazione remoto. Si può intuire che per densità più
alte è più probabile che vi siano più zone di intensificazione delle tensioni e
quindi una maggiore probabilità di rottura.
Figura 7.7: Tensione in direzione Y per τ=0.6 a 0◦
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Figura 7.8: Tensione in direzione Y per τ=0.6 a 90◦
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Come prima indagine si considera la distribuzione dei valori della traccia
all’interno della matrice del meso-elemento. A titolo di esempio si mostra in
7.9 l’istogramma della distribuzione dei valori della traccia per per τ=0.6 a
0◦. É evidente la presenza di due code; pur essendo i valori massimo e minimo
limitati non si può escludere l’estensione infinita di entrambe le code, come
osservato in 6.3.2. Si osserva che la resistenza è un fenomeno intrinsecamente
non simmetrico rispetto all’origine: infatti è chiaro che i valori negativi
della tensione idrostatica non causano la coalescenza di micro-vuoti. Inoltre
essendo stata imposta una tensione di trazione positiva è lecito aspettarsi
che la coda positiva sia quantitativamente più estesa della coda negativa.
In questo senso un valido riferimento è il problema di Kirsh: come noto
la zona superiore del foro va in compressione con valore −σ0 con σ0 valore
remoto imposto, mentre il massimo vale 3σ0. Un successivo sviluppo del
presente lavoro consiste proprio nello studio dello stato di tensione indotto
dalla presenza di una sola fibra, ovvero un problema di Kirsh considerando
però il foro ‘pieno di fibra’.
Figura 7.9: Distribuzione dei valori della traccia per τ=0.6 a 0◦
Le considerazioni precedenti ci consentono dunque di considerare il va-
lore assoluto del primo invariante. In figura 7.10 si mostra la distribuzione
del modulo del primo invariante. Chiaramente la coda positiva non viene
influenzata, data la maggiore estensione rispetto alla coda negativa. Tale
distribuzione può essere confrontata con il valore critico ricavato da Asp [4].
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Figura 7.10: Distribuzione dei valori del modulo della traccia per τ=0.6 a 0◦
Partendo dalla distribuzione in termini di istogrammi è necessario pro-
cedere a un fitting in modo da associare una distribuzione di probabilità
nota. Data la presenza di valori positivi e di una coda che teoricamente
va ad infinito, si sceglie di utilizzare la distribuzione di densità di Weibull.
Tale scelta non si basa su alcun senso fisico: tipicamente la distribuzione
di Weibull si basa sulla modellazione dei valori estremi (classicamente la
resistenza dei materiali) mentre nel caso in esame si fa riferimento a una
distribuzione generica di valori di sollecitazione. D’altra parte la distribu-
zione di Weibull a due parametri (come descritto in A.6) è molto utilizzata
nella pratica tecnica per la sua maneggevolezza e trattabilità; si rimanda agli
sviluppi futuri una scelta più conveniente.
Utilizzando il ‘Distribution Fitting Tool’ di Matlab si procede dunque al
fitting di tutte le distribuzioni discrete ottenute, per ogni livello di densità
e per ogni configurazione angolare. In particolare si procede al fitting delle
distribuzioni totali ottenute stoccando insieme tutti i valori delle differenti
configurazioni angolari. Per poter confermare l’affidabilità del fitting, ovvero
verificare l’accordo tra la distribuzione ‘teorica’ e quella ’sperimentale’. Tipi-
camente si ricorre ai seguenti test statistici di significatività:
• test del chi-quadro: il campione viene diviso in n classi (gradi di libertà)
e per la k-esima classe si calcola il numero di eventi osservati Ok e il
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e si confronta con n: se χ2 < n, l’accordo fra la distribuzione osservata
e quella attesa é accettabile; se χ2 > n, vi é un disaccordo significativo.
• test di Kolgomorov-Smirnov : si confronta la funzione cumulata di prob-
abilità ‘teorica’ con quella ‘sperimentale’ e si calcola la massima distan-
za; si confronta quest’ultima con un valore critico e si accetta l’accordo
statistico se la distanza calcolata è minore del valore critico.
Il test di Kolgomorov-Smirnov è non parametrico, ovvero non dipendente
dalla scelta del numero di classi in cui dividere il campione; d’altra parte è
estremamente sensibile alla numerosità del campione, ovvero mostra termini
di confronto sempre più stringenti man mano che aumenta la quantità di dati
a disposizione. Tutto ciò è facilmente comprensibile se si pone l’attenzione
sul fatto che non vi è alcun motivo fisico dietro la scelta di fittare la distribu-
zione con una Weibull: su un campione così ampio il test statistico conferma
l’ipotesi nulla (ovvero che il campione non proviene da una distribuzione di
Weibull). Lo stesso esito si ottiene ipotizzando altre distribuzioni teoriche
(gamma, esponenziale) per lo stesso identico motivo. L’utilizzo del test del
chi-quadro con classi molto ampie, come proposto da Trias in [6], diventa in
questo modo uno strumento per forzare il test statistico. Accettando quindi
i limiti intrinseci della scelta, si sceglie di utilizzare la Weibull per fittare la
distribuzione.
Uno strumento utile per visualizzare quanto detto è il cosidetto ‘Weibull
plot’ mostrato in 7.11. In ascissa sono riportati i valori del campione, in
ordinata il valore della cumulata; la linea rossa tratteggiata indica la distri-
buzione di Weibull teorica mentre i ‘+’ blu indicano i valori reali. É evidente
la deviazione dalla distribuzione teorica nel primo tratto, mentre per i valori
della coda è possibile ritenere che la distribuzione provenga da una Weibull;
d’altra parte la coda è la parte della coda che interessa maggiormente ai fini
dello studio dei problemi di resistenza e tale osservazione viene utilizzata per
gli sviluppi successivi del lavoro.
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Figura 7.11: Weibull plot dei valori del modulo della traccia per τ=0.6 a 0◦
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7.3 Confronto tra le densità
Come esempio del risultato del fitting, si riporta in figura 7.12 il fitting
della densità di probabilità per τ=0.6 a 0◦.
Figura 7.12: Fitting della densità di probabilità per τ=0.6 a 0◦
Posto come valore critico della traccia |σ¯tr|=98 MPa, la probabiltà di
rottura è data dall’area sotto la curva di fitting calcolata a partire dal valore
critico. Essa rappresenta la frazione dell’area del meso-elemento che ha una
tensione idrostatica superiore al valore critico e dunque è soggetta a rottura.
In figura 7.13 si riporta il fitting calcolato per ogni densità analizzata
considerando i valori cumulati di tutte le configurazioni angolari.
É evidente come al crescere della densità, la funzione di densità di proba-
bilità presenti una coda sempre più ampia, ovvero un’area maggiore e quindi
una maggiore probabilità di rottura. In tabella 7.1 si riportano i valori della
probabilità rottura associati a ciascuna densità.
Si giunge dunque ad una prima e importante conclusione: ad alti livelli
di densità locale sono associati alti livelli di probabilità di rottura, ovvero per
alti livelli di densità è più probabile (statisticamente più frequente) che due
fibre siano molto vicine tra loro dando luogo a un effetto di intensificazione
delle tensioni. É importante che tale aspetto venga tenuto in considerazione
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Figura 7.13: Confronto delle densità di probabilità per τ=0.5, 0.6, 0.7, 0.75





Tabella 7.1: Probabilità di rottura per le densità analizzate
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nella progettazione dei materiali compositi caricati in direzione trasversale
alle fibre.
7.4 Confronto tra le configurazioni angolari
Per ogni livello di densità sono state considerate diverse configurazioni
angolari imponendo una rotazione del meso-elemento di 10◦da 0◦a 90◦. Fis-
sata una densità è possibile effettuare un confronto tra le funzioni di di-
stribuzione associate alle diverse configurazioni e verificare che la rotazione
del meso-elemento abbia un’influenza del tutto trascurabile sulla coda della
distribuzione; la rotazione di fatto permette di analizzare una realizzazione
diversa della stessa densità: secondo l’ipotesi fondamentale del presente, la
densità locale domina il fenomeno della resistenza comunque essa si realizzi
fisicamente.
Per confrontare i fitting della coda è necessario disaccoppiare i parametri
‘a’ e ‘b’ con la seguente procedura. Sia dato il campione sperimentale xk con
k=1:n (in questo caso i valori di |σtr|) e si costruisca la funzione di affidabilità
sperimentale Rˆ(xk) che associa al valore ordinato xk il numero 1− n/k. La






Calcolando due volte il logaritmo di entrambi i membri della 7.1 si ottiene:
ln[− ln(R)] = a(lnx− ln b) (7.2)
Posto:
zk = ln[− ln(1− kn)]
tk = lnxk
c = a ln b
si ha:
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zk = a tk + c (7.3)
Plottando tk vs zk, si osserva che se il campione sperimentale proviene da
una distribuzione di Weibull i punti si dispongono lungo una retta, esatta-
mente come nel Weibull plot 7.11. In figura 7.14 si mostra il plot per τ=0.6
a 0◦.
Figura 7.14: Plot tk vs zk τ=0.6 a 0◦
Se si considera la zona della coda |σtr| > |σ¯tr|, ovvero xk > ln |σ¯tr| è pos-
sibile fittare la Weibull limitamente a questa zona e in questo modo calcolare
i parametri ‘a’ e ‘b’ della distribuione parziale. La procedura consiste quindi






In tabella 7.2 si riportano media µ e deviazione standard σ dei valori ‘a’
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Densità a b
Totale µ σ Totale µ σ
0.5 1.23 1.29 0.21 43.29 44.65 7.67
0.6 1.17 1.18 0.37 47.92 45.92 18.82
0.7 1.19 1.23 0.30 64.10 63.65 14.39
0.75 1.14 1.15 0.12 67.87 68.15 4.90
Tabella 7.2: Confronto dei parametri a e b per τ=0.5, 0.6, 0.7, 0.75
e ‘b’ così calcolati per ogni livello di densità, confrontandoli con i valori delle
distribuzioni totali.
In tabella 7.3 si riporta la probabilità di rottura associata ad ogni con-
figurazione angolare di ciascun livello di densità.
Probabilità di rottura
Angolo (◦) 0.5 0.6 0.7 0.75
0 0.04 0.06 0.15 0.24
10 0.05 0.07 0.15 0.20
20 0.08 0.05 0.15 0.21
30 0.08 0.05 0.15 0.21
40 0.08 0.08 0.17 0.21
50 0.06 0.12 0.16 0.23
60 0.05 0.15 0.21 0.23
70 0.06 0.15 0.24 0.20
80 0.05 0.14 0.26 0.22
90 0.05 0.12 0.28 0.23
totale 0.06 0.09 0.19 0.21
Tabella 7.3: Confronto delle probabilità di rottura per le diverse configurazioni
angolari
Si giunge dunque alla conclusione che la variazione angolare, ovvero la
diversa realizzazione della medesima densità, non ha un’influenza marcata
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sulla probabilità di rottura a meno di oscillazioni casuali dovute a partico-
lari allineamenti con la direzione del carico; le oscillazioni rispetto al valore
totale restano comunque contenute, specie per la densità più alta: ciò cos-
tituisce una prima evidenza sperimentale del determinismo dello stato di
sollecitazione introdotto dalle densità molto vicine al valore massimo.
7.5 Correlazione tra densità e tensione
La mappa di densità ottenuta in 6.8 assume particolare rilevanza se si
considera la profonda relazione che lega densità e stato di tensione. Fonda-
mentalmente, come ipotizzato da Fleshingher [5], ad una maggiore densità
è associata una maggiore rigidezza e quindi, a parità di deformazione im-
posta, una tensione maggiore. L’assunzione di una deformazione costante è
naturalmente un’ipotesi importante, solitamente non verificata nei composi-
ti, motivo per cui occorre indagare sulla effettiva correlazione esistente tra
densità locale di impacchettamento e stato di tensione.
In quest’ottica è possible definire un meso-elemento strutturale, ovvero
una porzione della lamina a cui associare delle grandezze elestiche basate
sulla densità locale di fibra. Per ovvie ragioni di coerenza il meso-elemento
stutturale ha una grandezza comparabile con quella del meso-elemento della
densità. Il modulo di Young e il coefficiente di Poisson vengono associati al
corrispondente meso-elemento basandosi sulle relazioni e sulle curve ricavate
in 5.
La lamima viene analizzata con un modello FEM utilizzando, esatta-
mente come in 6, un modello plain strain generalizzato (PLANE183) e car-
icando la lamina in direzione trasversale come mostrato in 7.15; il carico
consiste in cedimenti imposti in direzione x, mentre i lati perpendicolari alla
direzione y rimangono paralleli a sè stessi (lo spostamento in direzione y è
uguale per tutti i nodi dei deu lati). La mesh è di tipo mapped: la sezione
viene divisa in 1225 elementi aventi dimensioni 18×24 pixel, mentre il meso-
elemento definito per la creazione della mappa di densità ha un diametro di
26 pixel. Ogni elemento costituisce una sottomatrice 18×24 della matrice di
densità: ad esso viene associata la media dei suoi elementi (densità media)
e quindi le corrispondenti caratteristiche elastiche.
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Figura 7.15: Lamina caricata in direzione trasversale
In figura 7.17 si mostra la mappa delle tensioni σx: è evidente l’analogia
con la mappa di densità essendo possibile riconoscere un valore più alto dello
stato di tensione nelle zone con una densità e quindi rigidezza maggiore. A
tale proposito si fa notare che in tale contesto il modulo di Young ha un
peso nettamente maggiore rispetto al coefficiente di Poisson in quanto ha
un range di variazione più ampio. La correlazione esistente tra densità e
tensione si evidenzia nel plot in figura 7.17 in cui sono mostrati i valori di
densità e tensione.
La relazione tra le due quantità fisiche può essere espressa matematica-
mente dal coefficiente di correlazione R (per ulteriore approfondimenti con-
sultare [14]). Nel caso in esame R=0.85: si giunge dunque alla conclusione
che non è possible escludere un legame lineare tra la tensione e la densità,
ovvero che è possibile associare a un livello di densità locale un livello di ten-
sione locale. É possibile indagare sulla relazione esistente tra la deformazione
in direzione del carico x e la densità. In figura 7.19 si mostra la mappa delle
deformazioni σx: l’ipotesi di Fleshinger non è rispettata in pieno (costan-
za della deformazione in direzione del carico), esiste un rapporto 1:2 tra il
valore minimo e il valore massimo. Resta evidente la minore correlazione
con la densità rispetto alla tensione, osservando nel plot 7.18 la maggiore
dispersione dei punti nel piano. Il coefficiente nel caso in esame vale 0.65:
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Figura 7.16: Mappa delle σx
Figura 7.17: Plot τ vs σx
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considerata la numerosità del campione, si tratta di un valore troppo basso
per ipotizzare una relazione lineare tra le due grandezze.
Figura 7.18: Plot τ vs x
Figura 7.19: Mappa delle x
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Capitolo 8
Conclusioni e sviluppi futuri
In questo capitolo viene fatta una sintetica descrizione dei principali risul-
tati tecnici e scientifici raggiunti grazie al lavoro svolto nella tesi ed infine si
presentano alcuni spunti per studi futuri nell’ambito dell’analisi della rottura
trasversale dei materiali compositi.
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8.1 Risultati tecnici e scientifici
Sulla base di quanto illustrato in precedenza è possibile giungere alle
seguenti conclusioni.
• Densità locale: l’analisi della rottura trasversale di un composito a
fibra lunga non può prescindere dall’ipotesi di una distribuzione ran-
dom delle fibre. La randomicità stessa della distribuzione delle fibre
è una funzione della densità di impacchettamento τ : quando essa si
avvicina al valore massimo la disposizione tende a diventare regolare,
introducendo nel problema e nei fenomeni ad esso collegati una forma
di determinismo. Tutto ciò implica la possibilità di analizzare lo stato
di tensione senza considerare la reale disposizione delle fibre all’interno
della sezione ovvero è possibile considerare esclusivamente la densità
locale sotto l’ipotesi che sia il parametro che influenza in maniera deter-
minante la distribuzione dello stato di tensione e quindi la probabilità
di rottura.
• Probabilità di rottura: analizzando la distribuzione dello stato di
tensione per diversi livelli di densità è possibile osservare che a den-
sità più alte corrispondono valori più alti di probabilità di rottura,
ovvero una percentuale maggiore di materiale è sottoposto ad una sol-
lecitazione superiore al valore critico; il confronto tra le diverse con-
figurazioni angolari conferma che, a parità di densità, la distribuzione
dello stato di tensione risulta paragonabile.
• Correlazione tra tensione e densità: esiste una relazione tra σ e
τ ; il coefficiente di correlazione conferma la possibiltà di associare con
buona approssimazione ad una certa densità un determinato livello di
tensione e quindi una determinata probabilità di rottura.
8.2 Futuri sviluppi
Il presente lavoro costituisce una base metodologica per lo studio della
resistenza trasversale dei compositi a fibra lunga. Lontani dalla pretesa di
essere esaustivi, o di aver chiarito al meglio ogni aspetto dell’argomento in
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questione, l’autore e i relatori confidano di aver aperto la strada ad un ap-
proccio metodologicamente innovativo nell’affrontare tale problema, fiduciosi
nel fatto che possano essere raggiunti risultati migliori e scientificamente più
significativi. In particolare si segnalano i seguenti possibili approfondimenti.
• L’immagine digitale utilizzata per l’analisi non offre molte possibilità
data la bassa risoluzione; d’altra parte è difficile reperire del materiale
avente qualità migliore dalla letteratura o consultando siti specializ-
zati. Di fatto si rende necessario provvedere autonomamente tramite
adeguate tecniche e strumentazioni disponibli presso i laboratori di
scienza dei materiali: è importante che l’immagine abbia una qual-
ità abbastanza alta da poter riconoscere chiaramente due fibre anche
quando queste sono molto vicine e separate solo da un istmo molto
sottile di matrice.
• Quando la distanza tra due fibre tende al diametro, è possibile che si
venga a creare una singolarità dello stato di tensione; si pone la neces-
sità di approfondire tale aspetto attraverso un’analisi FEM utilizzando
dei sottomodelli.
• La scelta di fittare la distribuzione di σtr attraverso una distribuzio-
ne teorica di Weibull ha dei limiti intrinseci discussi in 7.2. Il pro-
blema fondamentale è che qualunque distribuzione rappresenterebbe
una forzatura al fitting, dato che non vi è alcun principio fisico che
domina il problema, trattandosi solo della descrizione di uno stato di
sollecitazione. Osservando gli istogrammi riportati in 7.2 è possibile
ipotizzare la descrizione qualitativa della distribuzione tenendo con-
to dei primi quattro momenti, in modo da apprezzare l’asimmetria e
l’appiattimento delle curva.
• Le analisi FEM sono state effettuate imponenedo uno stato di tensione
remoto monoassiale: resta da verificare il comportamento del materiale
quando viene sottoposto a condizioni di caricomultiassiali.
• Nel presente lavoro il raggio del meso-elemento è uguale a quattro
volte il raggio della fibra: resta da verificare come tale scelta influisca
sui risultati delle analisi, procedendo a uno studio di sensibilità.
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In questa appendice vengono illustrate brevemente alcuni concetti basi-
lari di statistica descrittiva utilizzati nel presnete lavoro.
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A.3 NOTE DI STATISTICA
A.1 Variabile aleatoria
Sia dato un esperimento definito da:
• un insieme S di elementi o risultati ξ dell’esperimento, detto spazio o
evento certo;
• una serie di sottoinsiemi di S detti eventi;
• un numero P[A] assegnato ad ogni evento A: tale numero è chiamato
probabilità attinente all’evento;
Una variabile aleatoria reale x è una funzione reale il cui campo di es-
istenza è l’insieme S, ovvero un processo attraverso il quale si assegna un
numero reale x(ξ) ad ogni risultato ξ dell’esperimento. Essa è tale che:
• l’insieme {x ≤ x} è un evento per ogni x reale;
• la probabilità degli eventi {+∞} e {−∞} è nulla;
A.2 Funzione di distribuzione
Assegnato un numero reale x, l’insieme {x ≤ x}, formato da tutti quei
risultati ξ di un esperimento tali che {x(ξ) ≤ x} è un evento. La sua prob-
abilità P{x ≤ x} è un numero dipendente da x, ovvero una sua funzione.
Questa funzione viene indicata con:
F (x)
e viene chiamata funzione della distribuzione (o semplicemente distribuzione)
della variabile aleatoria x.
La funzione di distribuzione ha le seguenti proprietà:
• F (−∞) = 0 F (+∞) = 1;
• è una funzione monotona non decrescente di x:
F (x1) ≤ F (x2) per x1 < x2
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della funzione della distribuzione è chiamata funzione della densità (o
semplicemente densità) della variabile aleatoria x. Dato che F (x) può non
essere derivabile occorre distinguere tra variabile aleatoria di tipo continuo
e di tipo discreto.
interpretazione in termini di frequenza relativa
A.3.1 Variabile aleatoria di tipo continuo
Supponiamo che F (x) sia continua e che i punti in cui non è eventual-
mente derivabile costituiscano un insieme numerabile: si dice allora che la
variabile aleatoria è di tipo continuo. Dalla monotonia di F (x) segue che:
f(x) ≥ 0 (A.2)
∫ +∞
−∞
f(x)dx = F (+∞)− F (−∞) = 1 (A.3)









Si ottiene dunque la relazione fondamentale:




A.3.2 Variabile aleatoria di tipo discreto
Si supponga che la distribuzione F (x) della variabile aleatoria abbia una
forma a scala e presenti discontinuità nei punti xi inserire figura(??). Si dirà
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che la variabile aleatoria è di tipo discreto. Indicando con pi l’oscillazione
della F (x) nel punto xi, si ottiene:
P{x = x1} = pi = F (xi)− F (x−i ) (A.7)
∑
i
= F (+∞)− F (−∞) = 1 (A.8)





dove δ(x− xi) è la funzione impulsiva definita dalla sua proprietà integrale:∫ +∞
−∞
(x)δ(x− x0)dx = (x0) (A.10)
Ammessa l’esistenza di un funzionale che soddisfi la relazione precedente
si dimostra che la derivata di una funzione discontinua F (x), nel punto di




Sia x una variabile aleatoria di tipo discreto definita nei punti k =
0, 1, . . . , n. Essa è una distribuzione binomiale se la funzione di distribuzione
vale:





pkqn−k p+ q = 1 (A.11)









Essa fa riferimento alle cosiddette ‘prove di Bernoulli’, ovvero determina la
probabilità che un certo evento si presenti k volte in n prove indipendenti
di un esperimento. Questo problema è essenzialmente quello che si presenta
quando vogliamo ottenere k ‘teste’ in n lanci di una moneta. È noto che:







A.6 NOTE DI STATISTICA
con p che indica la probabilità che l’evento si verifichi durante una singola
prova.
A.5 Distribuzione di Poisson
Se una variabile aleatoria x è di tipo discreto, definita nei punti k =
0, 1, . . . , n e presenta una distribuzione del tipo:




allora essa ha una distribuzione di Poisson, in cui funge da parametro la







La distribuzione di Poisson è un’approssimazione della distribuzione di Bernoul-
li per
n→∞ p→ 0 np→ a
con k dell’ordine di a. Si può giustificare tale approssimazione con un ra-
gionamento di carattere qualitativo. Poichè k è dell’ordine di np e p 1, si
concluce che k < n. Tenendo presente ciò i vari fattori del numeratore del
coefficiente binomiale della A.11 possono essere approssimati da n:
n(n− 1) . . . (n− k + 1) ≈ n ·n . . . n = nk
e pichè p 1 si ha:
q = 1− p ≈ e−p qn−k ≈ e[−(n−k)p] ≈ e−np







A.6 Distribuzione di Weibull
La distribuzione di Weibull nella sua forma più generale ha la seguente
espressione della funzione di densità:
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mentre la funzione di distribuzione assume l’espressione:






Dove α è il parametro di forma, β il parametro di scala e γ il parametro di
posizione, che devono essere tutti strettamente positivi. Più comunemente
viene utilizzata la forma con due parametri ottenuta ponendo γ = 0.
La distribuzione di Weibull è molto utile nella modellazione dei valori es-
tremi; di fatto è molto utilizzata nella descrizione delle proprietà di resistenza




In questa appendice si riportano tutti i codici MATLAB utilizzati per
l’elaborazione dell’immagine digitale e i file batch ANSYS utilizzati per la
creazione dei modelli FEM. Quando ritenuto necessario, sono riportati alcuni
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B.1 CODICI
B.1 Mappa di densità
Si riporta, qui di seguito, il codice del m-file che, elaborando l’immagine
digitale, calcola la mappa di densità

1 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%





7 %% Caricamento immagine
8 I = imread(’fibra_2.bmp’); %legge immagine da un
file grafico , immagine I
9 I_gray = rgb2gray(I); %converto da rgb in
scala di grigi
10 I_gray = mat2gray(double(I_gray));
11
12 %% Creazione di un’immagine con background
uniforme e sogliatura
13 backg = imopen(I_gray ,strel(’disk’ ,30));
14 I_gray_unif = imsubtract(I_gray ,backg);
15 level = graythresh(I_gray_unif);
16 I_gray_bw = im2bw(I_gray_unif ,level);
17
18 %% Calcolo della mappa di densità
19 figure ,imagesc(I_gray_bw),colormap(gray)
20 se = strel(’ball’ ,52,0); %52 pixel:raggio del
meso elemento ,4*13, raggio della fibra
21 nhood = getnhood(se);
22 dens = conv2(double(I_gray_bw),double(nhood),’
same’);
23 area_cerchio = sum(nhood (:));






27 % Eliminazione effetto di bordo
28 [m,n] = size(I_gray_bw);
29 ONE = ones(m,n);
30 ONE_conv = conv2(ONE ,double(nhood),’same’);




34 % Plot tridimensionale della funzione densità
35 [X,Y] = meshgrid (1:n,1:m);
36 Z = densita;
37 figure ,surf(X,Y,Z),colorbar
38 X = imresize(X,1/2,’bicubic ’);
39 Y = imresize(Y,1/2,’bicubic ’);




B.2 Estrazione dei centri









7 %% Caricamento immagine
8 I = imread(’fibra_2.bmp’);
9 I_gray = rgb2gray(I);
10 I_gray = mat2gray(double(I_gray)); %
11 mark = imsubtract(I_gray ,0.05);
12 I_gray_recon = imreconstruct(mark , I_gray);
13 f_sx = @(I_gray_recon) im2bw(I_gray_recon ,
graythresh(I_gray_recon)); %background ,
binarizza
14 blocco_x = 30;
15 blocco_y = 40;
16 overlap_x = 3;
17 overlap_y = 4;




21 se = strel(’disk’ ,6);
22 I_gray_bw = imerode(I_gray_bw ,se);
23
24 %% Labellizzazione
25 L_4_fill = bwlabel(I_gray_bw ,4);




27 centroidi = [stats.Centroid ];
28 perimetri = [stats.Perimeter ];
29 area = [stats.Area];
30 ratios = area./ perimetri;
31
32 %% Centroidi
33 centr = [centroidi (1:2: length(centroidi)) ;
centroidi (2:2: length(centroidi))]; %vettore
di due componenti x e y
34
35 %% Condizioni sull ’area , per capire cosa è
fibra e cosa è matrice
36 indici_area = find((area > 75) & (area < 300));
37
38 %% Condizioni sul perimetro
39 indici_perimetro = find(( perimetri > 25) & (
perimetri < 70));
40
41 %% Condizioni sul rapporto area/perimetro
42 indici_ratios = find(ratios > 2.5);
43
44 %% Combinazione delle condizioni
45 indici_area_perim = intersect(indici_area ,
indici_perimetro);
46 indici_area_perim_ratios = intersect(
indici_area_perim , indici_ratios);
47 cerchi_fibre = centr(:, indici_area_perim_ratios
(:));






50 %% Eliminazione punti , a mano
51 m = input(’Number(s)␣of␣points(s)␣to␣remove␣([]␣
=␣none)␣=␣’);
52 for i = 1:m
53 [xe,ye] = ginput (1);
54 ind = find(( cerchi_fibre (1,:)> xe -10) & (
cerchi_fibre (1,:)< xe + 10) & (
cerchi_fibre (2,:)> ye -10) & (
cerchi_fibre (2,:)< ye + 10))
55 cerchi_fibre (:,ind) = [];
56 end




59 %% Aggiunta punti , mano
60 wintx = 14
61 winty = 14
62 n = input(’Number(s)␣of␣points(s)␣to␣add␣([]␣=␣
none)␣=␣’);
63 for i = 1:n
64 [xi,yi] = ginput (1);
65 plot(xi,yi,’+’)





Si riporta, qui di seguito, il codice del m-file che ricerca il meso-elemento
con uniformità più alta possibile.

1 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%





7 val_dens = 0.55;
8 tol = 0.01;
9
10 densita_seb_rid = densita (13*6:(m -13*6) ,13*6:(n
-13*6));
11 [II_rid ,JJ_rid] = find(( densita_seb_rid <





15 disco = zeros(m,n);
16 [I,J] = find(disco == 0);
17 raggio = 52;
18
19 t = 0:0.1:2* pi;
20 cost = cos(t);
21 sint = sin(t);
22
23 perc=[ ];
24 for i=1: length(JJ)
25 centro(1,i) = II(i);




28 xt(:,i)=centro(1,i) + raggio*cost;
29 yt(:,i)=centro(2,i)+ raggio*sint;
30 cerchio= inpolygon(I,J,xt(:,i),yt(:,i));
31 cerchio = reshape(cerchio ,632 ,840);
32 valori = densita_seb(cerchio);
33 indici= find(( valori < 0.55 + 0.05) & (valori >
0.55 - 0.05));
34 rapp(i)=length(indici)/length(valori);









44 cerchio_opt= inpolygon(I,J,xt_opt ,yt_opt);
45 cerchio_opt = reshape(cerchio_opt ,632 ,840);
46 valori_opt=densita_seb(cerchio_opt);
47 figure ,imagesc(cerchio_opt);
48 CERCHIO = zeros(m,n);
49 CERCHIO = CERCHIO | cerchio_opt;
50 MESO = I_gray_bw & CERCHIO;
51 figure ,imagesc(MESO);
52 figure ,hist(valori_opt);




B.4 Analisi strutturale del meso-elemento
Si riporta, qui di seguito, il codice batch per l’analisi del comportamento
strutturale del meso-elemento (τ=0.6 a 0◦)

1 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%






8 C*** DEFINIZIONE GEOMETRIA , UNITA DI MISURA MM
9 C***
10 b=60E-3 !lato zona omognea
11 a=3E-3 !raggio fibra
12 R=6*a !raggio mesoelemento grande
13





18 RECTNG , -b, b, -b,b !rettangolo esterno
19 CYL4 ,0,0,R !MESOELEMENTO grande
20 C***
21 C*** COORDINATE FIBRE INTERNE AL MESOELEMENTO
22 C***












33 X5= -14.185E-3 !modificato il valore










43 X10 = -5.0454E-3
44 Y10 =15.097E-3
45 X11 = -4.8123E-3
46 Y11 =8.1122E-3
47 X12 = -4.0159E-3
48 Y12 = -9.7641E-3
49 X13 = -3.7402E-3
50 Y13 = -3.5643E-3
51 X14 = -2.3023E-3
52 Y14 = -17.406E-3











62 Y19 = -20.003E-3
63 X20 =3.675E-3














78 Y27 = -12.243E-3
79 X28 =14.147E-3
80 Y28 = -3.1435E-3
81 X29 =18.051E-3















95 CYL4 ,X10 ,Y10 ,a
96 CYL4 ,X11 ,Y11 ,a
97 CYL4 ,X12 ,Y12 ,a
98 CYL4 ,X13 ,Y13 ,a
99 CYL4 ,X14 ,Y14 ,a
100 CYL4 ,X15 ,Y15 ,a
101 CYL4 ,X16 ,Y16 ,a
102 CYL4 ,X17 ,Y17 ,a
103 CYL4 ,X18 ,Y18 ,a
104 CYL4 ,X19 ,Y19 ,a
105 CYL4 ,X20 ,Y20 ,a
106 CYL4 ,X21 ,Y21 ,a
107 CYL4 ,X22 ,Y22 ,a
108 CYL4 ,X23 ,Y23 ,a
109 CYL4 ,X24 ,Y24 ,a
110 CYL4 ,X25 ,Y25 ,a
111 CYL4 ,X26 ,Y26 ,a
112 CYL4 ,X27 ,Y27 ,a
113 CYL4 ,X28 ,Y28 ,a
114 CYL4 ,X29 ,Y29 ,a
115 CYL4 ,X30 ,Y30 ,a
116
117 C***
118 C*** CREAZIONE AREE PER LA MESH ,è necessario che
le linee di aree confinanti siano identiche ,
non solo coincidenti
119 C***
120 AOVLAP ,ALL !overlap di tutte le aree , ottengo
tutte le possibili aree , con confini comuni
per le aree che condividono un bordo
121 CSYS ,1
122 LSEL ,R,LOC ,X,R-1E-6 ,9999
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123 ASLL ,,1 ! seleziona le aree solo se
contengono linee del set selezionato , ovvero
quelle esterne a 6R
124 AADD ,ALL !unisce tutte le aree selezionate ,




128 C*** DEFINIZIONE ELEMENTO
129 C***
130 ET ,1,183,,,5 !elemento per plane strain
generalizzato
131 MP,EX ,1 ,28000 !FIBRA
132 MP,NUXY ,1 ,0.23
133 MP,EX ,2 ,2700 !MATRICE
134 MP,NUXY ,2,0.3
135 MP,EX ,3,EOM !ZONA OMOGENEA
136 MP,NUXY ,3,VOM
137 MSHKEY , 0
138 MSHAPE , 1
139 ESIZE ,0.2E-3 !DIMENSIONE GENERALE DELL ’
ELEMENTO
140 C***





146 C*** MESH FIBRE
147 C***
148 MAT ,1
149 ASEL ,S,AREA ,,1
150 ASEL ,A,AREA ,,66
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159 LSEL ,S,LINE ,,1,4 !SELEZIONA LINEE DELLA CELLA





165 C*** CARICHI E VINCOLI
166 C***
167 NSEL , S, LOC , Y, b-0.01E-3, b+0.01E-3
168 D,ALL ,UY ,1E-3
169 NSEL ,ALL
170 NSEL , S, LOC , Y, -b-0.01E-3, -b+0.01E-3
















185 ESEL ,S,MAT ,,2
186 NSLE
187 CSYS ,1






194 etable ,sigma1 ,s,1
195 etable ,sigma2 ,s,2
196 etable ,sigma3 ,s,3
197 etable ,area ,volu
198 /header ,off ,off ,off ,off ,off ,off
199 /output ,6-00,dat




B.5 Calcolo proprietà elastiche equivalenti
Si riporta, qui di seguito, il codice batch per la creazione del modello







6 C*** DEFINIZIONE GEOMETRIA , UNITA ’ DI MISURA MM
7 C***
8 l=10 !lato triangolo equilatero
9 tau =0.65
10 r= sqrt(tau*sqrt (3) /(2*3.14))*l !raggio della
fibra calcolato in funzione della densità
11 ndiv =10
12 b=l/2 !base cella
13 h=l*sqrt (3)/2
14 DELTAL =1
15 K,1 !vertice basso a sinistra della cella
,centro prima fibra
16 K,2,r !inizio arco prima fibra
17 K,3,b !basso a destra
18 K,4,b,h-r !inizio arco seconda fibra
19 K,5,b,h !alto a destra , centro seconda fibra
20 K,6,b-r,h !fine arco seconda fibra
21 K,7,0,h !alto a sinistra

















37 C*** DEFINIZIONE ELEMENTO ,PROPRIETA ’ ELASTICHE E
MESH
38 C***
39 ET ,1,82,,,0 !analisi plain stress
40 MP,EX ,1 ,28000 !FIBRA
41 MP,NUXY ,1 ,0.23
42 MP,EX ,2 ,2700 !MATRICE
43 MP,NUXY ,2 ,0.34
44 MSHKEY , 0 !MAPPED





50 LESIZE , 1, , ,f*r !fibra
51 LESIZE , 2, , , j*(b-r) !linee degli angoli di
matrice (senza fibra)
52 LESIZE , 3, , , g*(h-r) !linee degli angoli di
matrice (senza fibra)
53 LESIZE , 4, , , f*r !fibra
54 LESIZE , 5, , , f*r !fibra
55 LESIZE , 6, , , j*(b-r) !linee degli angoli di
matrice (senza fibra)




57 LESIZE , 8, , ,f*r !fibra
58 LESIZE , 9, , , f*r !DIVISIONI SUGLI ARCHI
DELLE FIBRE L9 E L10
59 LESIZE , 10, , , f*r
60
61 MAT ,1
62 AMESH ,2 !MESH FIBRE
63 AMESH ,3
64 MAT ,2
65 AMESH ,1 !MESH MATRICE
66 C***
67 C*** DEFINIZIONE VINCOLI , SIMMETRIE E CARICHI
68 C***
69 NSEL ,S,LOC ,Y, -0.01 ,0.01
70 D,ALL ,UY ,0
71 NSEL ,ALL
72 NSEL ,S,LOC ,X, -0.01 ,0.01
73 NSEL ,A,LOC ,X, b-0.01,b+0.01
74 D,ALL ,UX ,0
75 NSEL ,ALL
















90 NSEL , S, LOC , Y, h-0.01,h+ 0.01
91 FSUM ,,,
92 *GET , FORZAY , FSUM , 0, ITEM , FY
93 NSEL , S, LOC , X, -0.01,+ 0.01
94 FSUM ,,,
95 *GET , FORZAX , FSUM , 0, ITEM , FX
96 *SET , NIEQ , (-FORZAX/h)/( FORZAY/b)
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